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மனம்கலந்த நன்றி உரிய தாகுக . 

இரா . நெடுஞ்செழியன் 
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கலைச்சொற்கள் 


1. தோற்றுவாய் 

( Introduction ) 


1 . 


எண் : 


மெய்யெண் ( Real number ) : 


போன்ற 


3 


+ 10 , + 122 , + 3 , 

கூட்டு , கழிவு 
முழுஎண்களும் ( Positive and negative integers ) , + 2/3 

ந 
+ 

( p , ( முழு எண்கள் ) போன்ற கூட்டு , கழிவு பின் 
g 
னங்களும் ( Positive and negative fractions) சேர்ந்த எண்களின் 
பகுதியை அளவிற்கிணங்கிய எண்கள் ( Rational numbers ) 
என்கின்றோம் . இவற்றை விகிதமுறு எண்கள் எனவும் கூறு 
வதுண்டு . p / q என்ற வடிவில் எழுத இயலாத 2 , V7 , 
போன்ற எண்களை நாம் அளவிற்கிணங்காத எண்கள் அல்லது 
விகிதமுறா 

எண்கள் ( Irrational Numbers ) என்கின்றோம் . 
அளவிற்கிணங்கிய எண்களும் , அளவிற்கிணங்காத 
களும் சேர்ந்த எண் குழுவை மெய் எண்கள் ( Real Numbers ) 
எனக் கூறுகின்றோம் . 


எண் 


2. கற்பனை எண் ( Imaginary Number ) 

i " = - 1 அல்லது i = 1-1 என்பதை நாம் கற்பனை எண் 
என்கின்றோம் . பொதுவாக கற்பனை எண்ணை a + என்ற 
வடிவத்தில் எழுதுகின்றோம் . இங்கு a ஐ மெய்ப்பிரிவு என்றும் , 
b ஐக் கற்பனைப் பிரிவு என்றும் ( Real and imaginary parts ) 
வழங்குகின்றோம் . a + i b என்ற கற்பனை எண்ணை ( a , b ) எனக் 
குறிப்போம் . எனவே 3 + 3 i என்பதை ( 3 , 3 ) எனவும் , 4 i என் 
பதை ( 0 , 4 ) எனவும் குறிக்கலாம் . இனி இரு கற்பனை எண் 
களின் கூட்டல் , பெருக்கல் , கழித்தல் , வகுத்தல் முதலியவற் 
றைக் காண்போம் . 
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சமன பாடடுக கொள்கை 


3 சமத் தன்மை ( Equality ) 

( a b ) , ( d ) என்ற இரு கற்பனை எணகளில் 
b d ஆயின இவவிரு எணகளும் சமமாகும் 


( 


4 கூடடல் ( Addition ) 

( a , b ) , ( c , d ) என்ற இரு எணகளின் கூட்டுத தொகை 
( a + c b F d ) ஆகும அதாவது 

எணகளின மெயப 
பிரிவையும் , 

கறபனைப பிரிவையும் தனிததனியே 
வேண்டும் 


FA.L.L. 


எனவே 


( a b ) + ( c , d ) 


( a + c , b + d ) 


( 5 , 4 ) + ( - 5 


4 ) 


( 0 (0 ) 


( 10 , -- 3 ) + ( 5 , 7 ) 


( 15 4 ) ஆகும 


5 பெருக்கல் ( Multiplication ) 

( a , b ) , ( c , d ) எனபதின பெருககுத 
( ac - b d , ad + b c ) என வரையறுககி னறோம 


தொகையை 


எனவே , 


( ab) ( d ) 


( ac - bid , ad + b c ) 


( 5 , 10 ) x ( 4 3 ) 


PE 


( - 10 55 ) 


( 0 1 ) x ( 0 1 ) = ( - 1 (0 ) ஆகும் 


6 கழித்தல் ( Subtraction ) 

( a , b ) என்ற எண்ணிலிருந்து ( d ) 
கழிததால மிஞசுவது ( x y ) எனக 


எனற எணணைக 


( c d ) + ( x y ) 


( a b ) 


( c , d ) + ( x ) = ( c + x , d Fy ) 


= ( a b ) 


6 + x = a d + y = 5 ஆகும 


தோற்றுவாய 


3 


அதாவது x = 4-6 , } 


bd 


( a b ) - ( c , d ) == ( a - c b - d ) ஆகும 


எடுத்துக்காட்டு 

( 5 10 ) - ( 10 , 5 ) = ( - 5 5 ) 


( p , 4 ) - ( 0 , 0 ) 


( ஏ ) 


( p g ) - ( 5 , 7 ) 

7 ) ( p - 5 q - 7 ) 


7 வகுத்தல் ( Division ) 

( 0 , 0 ) நீங்கலாக ( a b ) னற எணணை ( c , d } என பதால 
வகுக்கும் பொழுது ஈவு ( x , y ) எனக 


அதாவது , 


( a , b ) 
( c d ) 


( a , ) 


( c , d ) ( y ) 


( 6 , d ) ( 1 ) 


= ( cx - dy , dx + cy ) 


= ( a , 5 ) 


dy 


= a d * + y = ; ஆகும 


( c + de ) * = ac + hd 


( + d ) y = bc 


ad எனக காணலாம் 


* 


ac + bd 

+ d 


be 


ad 
ctd 


எனவே 


( 4 , 8)/(< 4 ) - { ** , * + } 


ஆகும 


சமன் பாட்டுக் கொள்கை 


4 


எடுத்துக்காட்டு : 


( 10 , 5 ) / ( 5 , 1 ) 


= [3 + 5 25-1 ] 


50 + 5 25 - 101 
25 + 1 25+ 1 


55 
26 


15 
26 


8. துணையிய எண்கள் ( Conjugates ) 

( a + i b ) என்ற கற்பனை எண்ணை எடுத்துக் கொள் 
வோம் . ( a - i b ) என்பதை ( a + i b ) - ன் துணையிய எண் என் 
கின்றோம் . ( a - i b ) - ன் துணையிய எண் ( a + i b ) என்பதைக் 
கவனிக்க . 


( a + i b ) ( a - i b ) = a + b என்பதிலிருந்து இரு துணை 
யிய கற்பனை எண்களின் பெருக்குத் தொகை ஒரு மெய்யெண் 
எனக் காண்கின்றோம் . 


எடுத்துக்காட்டு : 

5 + 4 i என்பதின் துணையிய எண் 5 - 41 ஆகும் . 


( 5 + 4 i ) ( 5 - 4 i ) = 25 + 16 = 41 


9. தனி மதிப்பு ( Absolute value ) 

( a + i b ) என்ற கற்பனை எண்ணின் தனி மதிப்பினை 
| a + b | எனக் குறிப்பது வழக்கம் . A = a + i b எனக் 
கொள்வோமாயின் , A- ன் தனி மதிப்பு | A | ஆகும் . 


| AT = I a + 15 | 


va + 5 ஆகும் . 


A , B , C ... X என்ற கற்பனை எண்களின் பெருக்கலின் 
தனி மதிப்பு , ஒவ்வொன்றின் தனி மதிப்புகளின் பெருக்க 
லுக்குச் சமம் . 


அதாவது , 


| A , B . C ... X | = | A | - | B | ... | X | ஆகும் . 


இதிலிருந்து , இரு கற்பனை எண்களின் பெருக்கல் பூச்சிய 
மானால் , இரு எண்களில் குறைந்தது ஒன்று பூச்சியமாயிருக்க 
வேண்டும் என அறிகின்றோம் . 
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தோற்றுவாய் 


கள் as , ay 


10 . பல்லுறுப்புக் கோவைகள் ( Polynomials ) 

f ( x ) = a x + a , x - 1 + .... + an- 1 x + an என்பது ஐ மாறி 
யாகக் கொண்ட ஒரு பல்லுறுப்புக் கோவை எனப்படும் . மாறிலி 

a . என்பன கெழுக்கள் ( Coefficients ) எனவும் , 
ao , a , xn- 1 ... a n - 4 x , an என்பன பல்லுறுப்புக் கோவையின் 
உறுப்புகள் எனவும் வழங்கப்படுகின்றன . பல்லுறுப்புக் 
கோவைகளை நாம் f ( x ) , P ( x ) , 4 ( x ) , g ( x ) எனக் குறிக்கின் 
றோம் . இங்கு a , # 0 ஆயின் , 


3 


f ( x ) = as xn + a x 


7-1 


+ 


+ a n - 1 x + as 


= 0 


n- படி 


விகிதமுறு 


முழு எண் சமன்பாடு என் 


என்பதனை 
கின்றோம் . 


f ( x ) = a , en + al * * -1 + 


+ an = 0 


p ( x ) = b . xn + b , x n - 1 + ... + b . 

+ b ) = 0 


என்ற இரு விகிதமுறு முழு எண் 
கொள்வோம் . இதில் a , = b .. 
f ( x ) = P ( x ) என்கின்றோம் . 


சமன்பாடுகளை எடுத்துக் 

an = b . ஆயின் ,, 


b 


f ( x ) என்ற பல்லுறுப்புக் கோவையில் x = a எனப் பிரதி 
யிட்டுப் பெறு தலை f ( a ) எனக் குறிக்கின்றோம் . 


எடுத்துக்காட்டு : 

p ( x ) = 7 x " - 9 x + 10 ஆயின் , 


p ( 4 ) = 7 ( 4 ) " - 9 ( 4 ) + 10 = 86 
P ( - 3 ) = 7 ( - 3 ) - 9 ( - 3 ) + 10 = 94 

p ( a ) = 7 a - 91 + 10 . 
P ( 3i ) = 7 ( 3 i ) " - 9 ( 3i ) + 10 

= 53 - 27 1 . 


11. பல்லுறுப்புக் கோவைகளின் பெருக்கல் ( Multipli 
cation of Polynomials) 

பல்லுறுப்புக் கோவைகளின் கூட்டல் , கழித்தல் பற்றி நாம் 
நன்கு அறிவோம் . இங்குப் பெருக்கலைப் பற்றிச் சிறிது தெரிந்து 
கொள்வோம் . 


சமனபாடடுக கொள்கை 


6 


f ( x ) = 9x " + 11x - 9 


P ( x ) 

= 3 * + 12 x + 2 


எனற இரு பலலுறுப்புக கோவைகளை எடுததுககொளவோம 


f ( x) X p ( x ) = ( 9x " + 11x - 9 ) x ( 3x * + 12 x + 2 ) 


27 * + 33x 


- 27x 


+ 108 * + 132 * - 108 * 


+ 18 * + 22 * - 18 


27 x + 33 * + 81 x + 150x " - 86 x - 18 


இந்த எடுததுககாடடு நாம் வழககமாகப பினபற்றும 
முறையை விளக்குகினறது இதனையே கெழுககளைப் பிரிததல 
முறைப்படி ( Mcthod of detached coefficients ) 

எளிதில் காண 
லாம் கீழே கொடுககப்படடுளள எடுததுககாட்டு மூலம 
எளிதில இம முறையை அறியலாம 


p ( 3 ) x f ( x ) = 3 0 


12 2 


x 9 11 

119 


27 0 108 


18 


33 


0 132 


22 


27 


0 - 108 


18 


27 33 


81 


150 


- 86 


- 18 


1 


P ( x ) x f ( x ) 


27 " + 333 +81 + 150 x 


86 * 


18 


12 


மீதித் தேற்றம் ( Remainder Theorem ) 
கொடுககபபடட 

பலலுறுப்புக 

கோவையை 
c ) ஆல வகுககும பொழுது காணும மீதியைக கீழக்கண்ட 


( x 


H 


7 


தோற்றுவாய 


தேற்றததின மூலம எளிதில் பெறலாம எனவே , நாம இத 
தேற்றததை மீதித தேற்றம எனகினறோம 


தேற்றம் 

f ( x ) என்ற ஒரு பலலுறுபபுக கோவை ( x - c ) என்ற 
ஈருறுபபுச சோககையால வகுக்கப்படும் பொழுது காணும் மீதி 
f ( 0 ) ஆகும் 


( x + a) ஆல வகுக்கப்பட்டால் , மீதி f ( - a ) ஆகும 


தெரிபபு 

f ( x ) ஐ , ( x --C ) ஆல வகுககும பொழுது கிடைககும ஈவு 
P ( x ) எனவும் , மீதி R எனவும் கொளக 


f ( x ) = { x - c ) p ( x ) + R 


இது ஒரு முறறொருமை 


எனவே x = c எனப பிரதியிட 


f ( c ) = 0 + R 


R = f ( c ) 


எனவே f ( x ) ஐ ( x - c ) ஆல வகுககும பொழுது கிடைக 
கும மீதி f ( c ) - ககுச சமமாகும 


f ( x ) ஐ ( x + c ) ஆல வகு ததால 


f ( x ) = ( x + c ) q ( x ) + 1 எனக 


இங்கு x = 


C எனப பிரதியிட , 


f ( - c ) - 


T 


எனவே f ( x ) ஐ , ( x + c ) ஆல வகுககும பொழுது கிடைக 
கும மீதி f ( - c ) ஆகும 


13 


நாம 


கீழககண்டவற்றை 


மீதித 

தேற்றததிலிருநது 
அறிகினறோம் 


( 1 ) f ( c ) = 0 ஆனால ( x - c ) f ( x ) - ன 

சினை 

ஒரு 
அலலது 

C ஒரு தீரவு அல்லது 

என 
அலலது மூலம் ( root ) 


W 


கினறோம் 


8 


சமன்பாட்டுக் கொள்கை 


( ii ) f ( -c) = (0) ஆனால் , ( x + c ) f ( x ) - ன் சினை அல்லது 
x = - c , f ( x ) - ன் ஒரு தீர்வு அல்லது மூலம் என்கின்றோம் . 


( iii ) f ( x ) = pa xn + p1 x 1_1 + ... + pa என்க . 


* f ( 1 ) = p + p + ... + pp . எனவே f ( x ) என்ற 
கோவையில் உள்ள கெழுக்களின் கூட்டுத் தொகை பூச்சிய 
மானால் , f ( I ) = 0 . 
= 0. அதாவது ( x - 1 ) ஒரு 

சினையாகும் 
அல்லது x = 1 ஒரு தீர்வாகும் . 


( iv ) f ( x ) - ல் , x- ன் இரட்டைப் படிகள் உள்ள கெழுக் 
களின் கூட்டுத் தொகையும் , ஒற்றைப்படிகள் உள்ள கெழுக் 
களின் கூட்டுத் தொகையும் சமமாயின் , 


f ( -1} = 0 . 


அதாவது ( x + 1 ) , f ( x ) - ன் ஒரு சினையாகும் . இங்கு 
நாம் x சார்பற்ற மாறிலி p . ஐ இரட்டைப்படிக் கெழு எனக் 
கொள்கின்றோம் . 


14. தொகுமுறை வகுத்தல் ( Synthetic division ) 


ஒரு பல்லுறுப்புக் கோவை ஓர் ஈருறுப்பால் வகுக்கப்படும் 
பொழுது உண்டாகும் ஈவையும் , மீதியையும் காணல் . 


a . xn 


+ a n - 1 x + an ஐ 


f ( x ) 

+ a , x x - 1 + 
( x - c ) ஆல் வகுத்தால் , 


f ( x ) = ( x - c ) ( b . x x - 1 + b , x n - 2 + 
ஆகும் . 


+ bn - 1 ) + R 

( 1 ) 


ses 


இங்கு R மீதியாகும் . 


b . x -1 + b , x n- + . 


+ bn - 1 ஈவாகும் . 


( 1 ) -ன் இருபுறமுள்ள சமப்படிகளின் கெழுக்களை ஒப்பிட , 


ao = 60 , 


ஃ 6 . 


do 


a = 6 , - b . 


bi = a + c b . 


9 


தோற்றுவாய் 


a , 


b2 - c b , 


. 


b , 


SE a , + c b , 


8 


** . 


. 
+ 
+ 


a n - 1 


- b - 

1 


( b , 


bn- 23 


. 


b n - 1 


ay 


( bn- 2 


1 


R - ( bn - 1 , 


an 


R = an tcbn - 1 


மேலே கண்டவற்றிலிருந்து , ஈவிலுள்ள 5. , b1 ... bx - y 
என்ற கெழுக்களையும் , மீதி R ஐயும் கீழ்க்கண்டவாறு பெறலாம் . 


C 


aal 


1 


as 


an 


c b . 


c b 1 


c ba- , 


.. 


b . 


bi 


b , 


R 


ஃ 


அதாவது f ( x ) ஐ , ( x - c ) ஆல் வகுக்க , முதலில் f ( x ) - ன் 
கெழுக்களை ( ag , a , ... an ) வரிசையாக எழுதவும் . பின்பு a . - க்கு 
நேரே மூன்றாம் வரிசையில் , என எழுதவும் . பின்பு - க்கு க் 
கீழே c b . என்று எழுதவும் . a . + c b = b1 . இதே போல் 
c b , ஐ a , - க்குக் கீழே எழுதி , a , + c b , = b ? எனப் பெறலாம் . 
இதே முறையைப் பின்பற்ற R = aa + c bn - 1 எனப் - பெற 
லாம் . இம் முறையைத் தொகுமுறை வகுத்தல் ( Synthetic 
Division ) என்கின்றோம் . 


H 


( குறிப்பு 1 : f ( x ) ஐ , ( x -- c ) ஆல் வகுப்பதற்குப் பதிலாக , 
( x + c ) ஆல் வகுப்பதாகக் கொள்வோம் . அப்பொழுது , 


f ( x ) = ( x + c ) 


( b , x n - 1 + b , n - 2 + ... + bx -1 ) 


++ R 


ஆகும் . 


அதாவது , 


- 


b . , 


ஃ 


b . 


as 


சமன பாடடுக கொளகை 


10 


a = b , + 65 


b , = 61 - b 


= a + ( = c) 


b - 


6 + ch - 


a -1 = 5 


= 1 + ( - ) 6 - 


a = R + cbris 


R = a + ( - ) - 


1 


வரிசை 


ஆகவே இங்கு ( மலே கூறப்பட்ட முறையைப் பயனபடுத 
தும பொழுது முதல வரிசையையும் , இரணடாம 
யையும கூட்டுவதறகுப் பதிலாக , இரணடாம 

வரிசையை 
முதல வரிசையிலிருந்து கழிகக வேண்டும அலலது 
( -- c ) யாக மாறறிக கொண்டு முன போல செய்யவும் 


குறிப்பு 2 பாலுறுப்புக கோவைகளின பெருககலிலும 
வகுததலிலும் உறுபபுகாரின கெழுககளை வரிசையாக எழுதும 
பொழுது இலலாத உறுப்புகளுக்குப் பூசசியததைப பிரதியிட 
மறந்து விடக்கூடாது ] 


எடுத்துக்காட்டு 1 

2x - 6x + 7 x + 5r + 1 ஐ x + 2 ஆல வகுதது , ஈவு , 
மீதியைக் காணக 


2 


2 


- 6 7 5 


1 


4 20 


- 54 


98 


2 


- 10 


27 


49 


+ 99 


ஈவு 


2 ** 


10 x + 27x 


49 


மீதி 99 ஆகும் 


11 


தோற்றுவாய 


எடுத்துக்காட்டு 2 


* + 7x 


4 x ஐ x 


3 ஆல வகுதது 


ஈவு , மீதியைக 


காணக 


3 


+7 


- 4 


+ 0 


+0 


- 3 


+ 12 


+ 24 + 72 


- 1 


+4 


+ 8 


+24 


+ 72 


ஈவு 


- 


+ 4x + 8 * + 24 


மீதி 


72 ஆகும் 


15 


ஒரு பலலுறுபபுக கோவையை மறறொரு பலலுறுப்புக 
கோவையால வகுக்கும் பொழுது எவு மீதி காண 


g ( x ) = a x + a x 


+ 


+ a 


P ( x ) 


( x ) = x + bx 


+ 


+ bm - 


என்ற இரு பலலுறுபபுக கோவைகளை எடுத்துககொள வோம 
ஙகு a + 6 , + 0 n > m எனக கொள வோம 


பொருத்தமான ஒரு எனற மாறிலியைக கொண்டு 
g ( x ) 

p ( x ) = g1 ( x ) 
எனற பலலுறுப்புக கோவையைப் பெறலாம 


C * -m 


இங்கு 8 , ( x ) = 0 ஆயின அதனபடி n < 11 ஆக இருககும 
மறுபடியும் C1 எனற மாறலியுடன , n > m ஆக இருககும 
வரை , 


m 


81 


C1 * P ( x ) = g2 ( x ) எனபதைப் 

பெறலாம 
மறுபடியும் g ( x ) னபடி 1 , < n எனக m , 2m ஆக இருக்கு 
மாயின் மேலே கூறியபடி திரும்பவும் 


g2 ( 8 ) 


C 


P ( x ) 


g ( x ) எனப பெறலாம 


இவவாறு g ( x ) , g ( x ) கண்டு பிடிததுக கொணடே 
போவோமேயானால , இவற்றினபடி குறையு ந தொடாசசி 


12. 


சமன்பாட்டுக் கொள்கை 


யாக அமையும் ( Decreasing Sequence ) . இவ்வாறு கிடைக்கும் 
தொடர்ச்சியில் Sk+ ( x ) என்பது பூச் சியமாக அல்லது அதன் 
படி nk + 1 < m ஆக இருக்கும் . மேலே கண்டவற்றில் 

உள்ள 
81 ( x ), 32 ( x ) ... g k + 1 ( x ) - களை நீக்குவதற்கு , 


g ( x ) - c , x num p ( x ) 


= g1 ( x ) 


3. ( x ) - C1 x m - np ( x ) = 3 , ( x ) 


: 


... 


-- 


.. 


- 


sk (x ) - ck x rk - m p ( x ) 


sk + i ( x ) 


என்பவற்றைப் பயன்படுத்தலாம் . 


co x r - m + c1 x " -m + 

+ ck x " k - m 

q (x ) , 
g k + 1 ( x ) = r ( x ) எனக் கொள் வோமாயின் , g ( x ) == q ( x ) p ( x ) 


+ r ( x ) எனப் பெறப்படும் . 


இங்கு 7 ( x ) - ன் படி m ஐ விடக் குறைந்ததாகும் . 4 ( x ) - ம் , 
r ( x ) - ம் முறையே ஈவு , மீதி என வழங்கப்படுகின்றன . 


16. மேலே கண்ட 

முறையை மேற்கொள்வது கடின 
மாகையால் , கெழுக்களைப் பிரித்தல் முறைப்படி காணலாம் . இம் 
முறையின் பயனைக் கீழ்க்கண்ட எடுத்துக்காட்டுகளின் மூலம் 
எளிதில் அறியலாம் . 


எடுத்துக்காட்டு 1 : 


3 ** - 4 x * - 2x + 5 ஐ x + x " - 4x - 3 ஆல் 

+ வகுத்து 
ஈவு , மீதியைக் காண்க . 


தோற்றுவாய் 


13 


3 + 0 . 


4 + 0 - 2 + 5 


1 


1 - 4 


- 3 . 


3 


3 - 12 - 9 


3 - 3 


11 


ஈவு 


3 + 8 + 9 


2 


3 - 3 +12 + 9 


+ 11 -3 -11 + 5 


11 


11 


- 


44 -33 


- 


14 + 33 


38 மீதி 


ஃ ஈவு : 


3x3 


3x + 1 1 


மீதி : 14x + 33x + 38 . 


. 


எடுத்துக்காட்டு : 

கெழுக்களைப் பிரித்தல் முறைப்படி x " - 3 : " + 6x - 1 ஐ 
x + x + 1 ஆல் வகுக்க . 


1 0 0 


- 3 6 


1 


1 


1 1 


1 1 1 


1-10-2 


ஈவு . 


- 


காக 


1 


1 


-- 


3 


- 


0 -2 +6 


0 


0 


0 


2 +6 


1 


2 -2 


- 2 


- 


8 + 1 மீதி 


ஈவு : 


83 


2 


மீதி : 


8x + 1 . 
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சமனபாடடுக கொள்கை 


பயிற்சி 


( 1 ) கீழக கண்ட பலலுறுப்புக் கோவைகளைப் பெருக்குக ! 


( 1 ) : - + 1 ஐ x + x + 1 ஆல 


( 1 ) x + x - 2x + 3 ஐ 2x 


3x + 4x - 1 ஆல 


( III ) 2a - 33 + x -- 1 ஐ x + 3x - 1 ஆல 


(IV ) x + x 


5x 


2 ஐ 


4x 


5x 


2 ஆல் 


( v ) x 


3x + * 


x + 1 ஐ 3x + 7x 


- * + 1 ஆல் 


( 2 ) கீழக்கணட பலலுறுப்புக கோவைகளைக கெழுக்களைப 
பிரித்தல் முறைப்படி வகுக்க 


( 1 ) x + x + 3 % 


1 ஐ 1 


3x + 4x + 1 ஆல 


( u ) x + 3x - 2x - x + 1 ஐ x - x + 1 ஆல 


( 111 ) 23 – 3x * + x - 3x + 5x 

2x 


4x + 2x - 1 ஐ 
3x + x 

+ x -1 ஆல 


( iv ) 153 


16x + 30 


3x 


5x 


- 2x + 5x + 7 ஐ 
* x + 1 ஆல 


( v ) x 


++ 1 ஐ + x + 1 ஆல 


அடை 


டை 


( 1 ) ( 1 ) x + x + 1 


( II ) 20 


- 


3x3 + 6x - 746 + 9r " --- 2x - 10x + 14* -- 3 


( Til ) 2x + 3x -- 9x -- x + 5x - 3x - x + 1 


( iv ) A8 - 26 : * + 21 * + 20 % + 4 


( v) 31 


2x7 


1986 + 118 


7x 


3x + 8 - 2x + 1 


( 2 ) ( 1 ) ஈவு 


x + 4x + 12x " + 32x + 82 


மீதி 


1943 


140 * 


360x 


83 


தோற்றுவாய 
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( 11 ) ஈவு 


x + 3r +1 


( 111 ) ஈவு 


A 


15 : 


-x + 143 


- 12 : 


7x - 21 


( iv ) ஈவு 

மீதி 


9x + 28 


( v ) ஈவு 


* 


x + x 


x + 1 


பொதுக 


17 இரு பலலுறு புக ( சாலைகளின் மிகப் பெரிய 
காரணியைக காணல ( to find the Highest Common Divisor 
of two Polynomials ) 


ஏதேனும் இரு பலலுறு பபுக கோவைகள மறறொரு கோவை 
யால வகுபடுமானால் , அக கோவையைக் கொடுக்கப்பட்ட இரு 
பலலுறுபபுக கோவைகளின பொதுக காரணி ( Common divisor ) 
எனகினறோம் இவ பாறு 

பாறு கொடுக்கப்பட்ட இரு பலலுறுப்புக 
கோவைகளுக்குப் பல பொதுக் காரணிகளைக் காணலாம 

அவற 
றில் மிகப்பெரிய பொதுக்க காரணியைக காணபது என்பதனை 
இங்குக காணபோம 


P ( x ) , p1 ( x ) எனற இரு பலலுறு புக கோவைகளை எடுததுக 
கொளவோம் P ( x ) ஐ P1 ( r ) ஆல வகுக்கும் பொழுது கிடைக 
கும ஈவு 41 ( x ) மீதி P2 ( x ) எனக 


p ( x ) = 4 , ( x ) P1( x ) + P2 ( x ) ஆகும P2 ( x ) = 0 ஆயின 
p ( x ) ஐ , p ( x ) ஆல வகுக்கலாம் அபபொழுது பெறப்படும் 
ஈவு 42 ( x ) , மீதி Ps ( x ) எனக 


P1 ( x ) = P ( x ) q ( x ) + p ( x ) 


மறுபடியும் , முன போல P ( x ) = 0 ஆயின P2 ( x ) ஐ , P3 ( x ) 
ஆல வகுககும பொழுது , 


P ( x ) 


இவவாறே 


P3 ( x ) 1 ( x ) - P , ( x) எனப பெறலாம 
வகுததுக கொணட பொனால 


P ( x ) = p ( x ) g ( x ) + p { x ) 
P1 ( x ) = p ( x ) q2 { v } + p3 { r ) 
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சமன்பாட்டுக் கொள்கை 


Pr- ( 3 ) = pr- ( x ) 1 , -1 ( x ) + pr ( x ) 
Pr- ( x ) Pr( s ) qr ( x ) 


எனப் பெறலாம் . 


இதிலிருந்து நாம் காண்பது Pr ( x ), P ( x ) , P1 ( x ) - ன் மிகப் 
பெரிய பொதுக் காரணி என்பதாகும் . இது எப்படி என்ப 
தனைச் சற்று விரிவாகப் பார்ப்போம் . 


மேலே கொடுக்கப்பட்டுள்ள முற்றொருமைகளிலிருந்து 
( Identities) Pr ( 3 ) , Pr - 1 ( x ) ஐ வகுக்கின்றது எனக் காண் 
கின்றோம் . 


.. pr - 2 ( x ) = pr - 1 ( x ) ( r - 1 ( x ) + pr ( x ) என்பதிலிருந்து , 
Pr ( x ) , pr - 2 ( x ) - ம் வகுக்கின்றது 

அறிகின்றோம் . 
Pr ( x ), Pr- ( x ) , Pr - , { x ) ஐ வகுக்குமா தலால் , 


என 


Pr - 3 ( x ) = Pr - 2( x ) 4r - 2 ( x ) + Pr - 1 ( x ) என்பதிலிருந்து , Pr ( x ) , 
pr - 3 ( x ) - ம் வகுக்கும் என்பது தெளிவு . இவ்வாறே தொடர்ந்து 
காண்போமேயானால் , P , ( x ) , P ( x ), ( x ) - ம் வகுக்கின்றது 
என்பது தெளிவு . 


P 


அடுத்தபடியாக பல்லுறுப்புக் கோவைகளின் எந்தப் 
பொதுக் காரணியும் ? , ( x ) ஐ வகுக்கும் என்பதைக் காண்போம் . 


f ( x ) ஆனது P ( x ) , P. ( x ) ஐ வகுக்கின்றது எனக் கொள் 
வோமாயின் , 


2 


P2 ( x ) p ( x ) - p1 ( x ) ( 1 ( x ) என்பதிலிருந்து , f (x ) , P ,(x )- ம் 
வகுக்கின்றது என அறிகின்றோம் . மறுபடியும் , 


P3 ( x ) P.( x) -- p2 ( x ) q2 ( x ) என்பதிலிருந்து , f ( x ) , p3 ( x ) - ம் 
வகுக்கும் எனக் காண்கிறோம் .. இதேபோல் பார்ப்போமே 
யானால் , f ( x ) , pr ( x ) - ம் வகுக்கும் எனக் காணலாம் . 

காணலாம் . மேலே 
கண்டவாறு , ஒவ்வொரு முற்றொருமையின் பொதுக் காரணி 
யானது P , ( x ) ஐ வகுக்குமா தலால் , pr ( x ) ஐத் தவிர மற்ற 
காரணிகளின்படி , pr ( x ) - ன் படியைவிட அதிகமாக இருக்காது 
என்பது தெளிவு : ஆகவே , pr { x ) , கொடுக்கப்பட்ட பல்லுறுப்புக் 
கோவைகளின் மிகப் பெரிய பொதுக் காரணியாகும் . 


மூலம் 


நன் 


இதனைப் பின் வரும் எடுத்துக்காட்டுகளின் 
கறியலாம் . 


தோற்றுவாய் 
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எடுத்து காட்டு 1 : 


g = x - 6x " -8x - 3 


g , = x --3x -2 ஆயின் , 


g , -ன் மிகப் பெரிய பொதுக் காரணியைக் காண்க . 


முதலில் g ஐ 8 , ஆல் வகுக்க . 


1 0 --- 6 -8 - 3 


1 0 -3 2 


1 0 --3 -2 


1 0 


() -3 -6 --3 


0 0 0 0 


3 -6 


-3 


.. மீதி -3* " - 6x -3 ஆகும் . 


- 


இதனை -3 ஆல் வகுத்து 3 , = x + 2x + 1 எனக் கொள்க . 


ப்பொழுது 81 ஐ 8 , ஆல் வகுக்க , 


1 0 --3 


1 


2 1 


1 2 


1 


1 -2 


4 


2 


-2 


- 4 


0 | 


0 


0 


ச . கொ , -- 2 


18 


சமன் பாட்டுக் கொள்கை 


இதில் மீதி பூச் சியமாதலால் , 8 ,, g , g- ன் மிகப் பெரிய 
பொதுக் காரணியாகும் . அதாவது g , g : - னின் மிகப் பெரிய 
பொதுக்காரணி x " + 2x + 1 அல்லது ( x + 1) ஆகும் . 


எடுத்துக்காட்டு 2 : 


2x + 2x * - 3x --2x + 1 


S : = x + 2x " + 2x +1 


இவற்றின் மிகப் பெரிய பொதுக் காரணியைக் காண்க 


g ஐ , 81 ஆல் வகுக்க 


2 


2 -3 --2 


1 


1 


2 2 ] 


2 


4 


2 


2 -2 


-2 -7 - 4 


1 


-2 


- 4 -4 -2 


-3 


-3 


0 


3 


இங்கு 3 , = -x + 1 ஆகும் ( 3 ஆல் வகுத்தபிறகு ) . 


8.ஐ , 8 ஆல் வகுக்க . 


2 


2 


-1 0 1 


1 


0 -1 


-1 -2 


2 


3 


1 


2 


0 


-2 


3 


3 
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இங்கு ss = x + 1 . 


3. ஐ , g3 ஆல் வகுக்க . 


- 1 


0 


1 


1 


1 


1 


1 


--1 


--- 


+1 


1 


1 


1 


1 


1 


_ 
° 
| 


0 


இங்கு மீதி பூச்சியமாதலால் , கொடுக்கப்பட்ட கோவை 
களின் மிகப் பெரிய பொதுக் காரணி : ஆகும் . அதாவது 
மிகப் பெரிய பொதுக் காரணி ( x + 1 ) ஆகும் . 


எடுத்துக்காட்டு 3 : 


H 


g 


x4 - 2x + 2x x - 1 


3 . 


5x - 4x -6x + 4x +1 


இவற்றின் மிகப் பெரிய பொதுக் காரணியைக் காண்க . 


இங்கு முதலில் g ஐ 5 ஆல் பெருக்கிக் கொண்டு , ஐ , 31 ஆல் 
வகுக்கவும் . 


5 - 5 


- 10 


+10 +5 -515 - 4 


-6 +4 1 


5 - 4 


--6 


+4 +1 


-5 


1 -4 6 4 
5 ஆல் 
பெருக்க , -5 

-5 - 20 30 
--5 

+4 6 - 4 


20 


--25 


-1 


-24 


24 


24 


--- 24 
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சமன்பாட்டுக் கொள்கை 


இதனை 24 ஆல் வகுக்க , 


* 


* 


- * + 1 


- 


g1 ஐ , g , ஆல் வகுக்க , 


5 


6 +4 +1 


1 -1 

-1 -1 +1 


5 


- 5 -5 


5 


5 1 


] 


1 


- 


+1 


1 


1 


- 


-1 +1 


-- 


0 


- 


இங்கு மீதி பூச்சியமா தலால் , S. ஆனது , s , g- ன் மிகப் 
பெரிய பொதுக் காரணியாகும் . அதாவது ( x- * - x + 1) } 
தான் , 3 , 3 - ன் மிகப் பெரிய பொதுக் காரணியாகும் . 


பயிற்சி 


கீழே கொடுக்கப்பட்டுள்ள பல்லுறுப்புக் கோவைகளின் 
மிகப் பெரிய பொதுக் காரணியைக் காண்க : 


( 1 ) 3 


11 


285 + 4x * + x - x " + x +1 


-- 


31 = 6x --23 + x " + 2x " -x + 1 


( 2 ) g = 2x + 3x * --- x + 7x " + 4x " + 4x + 5 


8 


-1 


- 


( 3 ) 3 


= 10 : * --9x - 12x + 2x -x- 1 

4x * + x --783 --8 - x + -1 


8 


1 


( 4 ) g = x * + 2 : * + x * + 3x " + 3 : +2 

gi = x + 4x " + 4x " - * - 2 


- 


தோற்றுவாய் 
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( 5 ) g = x * -9x + 4x +12 

s . = 4x -18 * +4 . 


விடை 


( 1 ) 2r --2x +1 


( 2 ) x " +1 


( 3 ) * 


( 4 ) * " + 3x +2 


( S ) ( x - 2 ) 


. 


! 


2. சமன்பாட்டின் 
பொதுவான இயல்புகள் 
(General Properties of Equations) 


f ( x ) = as xt + a x 7-1 + ... + an x + an 

என்ற ஒரு n 
படிக்கோவையில் , 1 ஒரு முழு எண்ணாகவும் , as , al... a , என்பன 
மாறிலிகளாகவும் , a + 0 ஆயின் , f ( x ) = () என்பது ஓர் அள 
விற்கிணங்கிய n படிச் சமன்பாடு எனப்படும் ( Algebraic 
cquation of degree ) . 


= () என்ற சமன்பாட்டின் இரு பக்கங்களையும் a , ஆல் 
வகுப்பதினால் , சமன்பாட்டின் தன்மை மாறாது . ஆகவே , 


+ pr- x + p = 0 என 


f ( x ) = xr + p xn - 1 + 1 , xn- " + 
எழுதலாம் . 


ஏற்கெனவே மீதித் தேற்றத்தின்படி f (x ) = 0 என்பதில் , 
f ( a ) = 0 ஆனால் , a f ( x ) - ன் மூலமாகும் அல்லது 

( x - a ) , 
f ( x ) - ன் காரணியாகும் எனப் பார்த்தோம் . 


கொடுக்கப்பட்ட ஒரு சமன்பாட்டை வரைப்படத்தின் 
மூலம் குறிப்பது எவ்வாறு என நாம் நன்கறிவோம் . இதனைத் 
துணையாகக் கொண்டு சில தேற்றங்களை இங்குக் காண்போம் . 
இதற்கு முன்பு சமன் பாட்டின் அடிப்படைத் தேற்றத்தைக் 
காண்போம் . 


1. அடிப்படைத் தேற்றம் (Fundamental Theorem ) 

சமன்பாடு ஒவ்வொன்றுக்கும் ஒரு மூலம் அல்லது தீர்வு 
உண்டு . அது மெய்யெண்ணாகவோ அல்லது கற்பனை எண் 
ணாகவோ இருக்கலாம் , 


சமன்பாட்டின் பொதுவான இயல்புகள் 
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இக் கூற்றினை அடிப்படையாகக் கொண்டு தான் , நாம் 
சமன்பாட்டுக் கொள்கையைப் பயில்கின்றோம் . 


இத் தேற்றத்தைப் பலர் நிறுவியுள்ளனர் . ஆனால் எந்த 
நிரூபணமும் நாம் இங்குப் பார்த்தறியும் அளவிற்கு எளிதான 
தாக இல்லையாதலால் , நிரூபணத்தைக் கொடுக்காது தேற் 
றத்தை ஏற்றுக் கொள்வோம் . 


மேற்கூறிய தேற்றத்தின் படி , ஒரு சமன்பாட்டில் உள்ள 
மெய்யெண் மூலங்களைக் 

காண கீழ்க்கண்ட தேற்றங்கள் 
உறு துணையாக இருக்கும் . 


2. தேற்றம் 


f ( x ) என்ற கோவையில் , x- க்குப் பதிலாக , என்ற இரு 
மெய்யெண்களைப் பிரதியிடும் பொழுது கிடைக்கும் f (a ) , f ( b ) 
மாறுபட்ட குறிகளையுடையதாயின் , f ( x ) = 0 என்ற சமன் 
பாட்டில் உள்ள தீர்வுகளில் குறைந்தது ஒரு மெய்யெண் தீர்வு 
a , b- களுக்கு இடையில் இருக்கும் . 


இங்கு f ( a ) = 0 

என்பது 

ஒரு தொடர் - சமன்பாடு 
( Continuous equation ) என்பதை நினைவு கொள்ள வேண்டும் . 
f ( x) = 0 

என்பதின் வரைப்படத்தை வரையும்பொழுது , 
x = a- லிருந்து , x = b- க்கு மாறும் பொழுது , வரைப் படமானது 
( a, b ) - க்கு இடையில் அமையும் எல்லா மதிப்புகளையும் பெறும் 
என் பதைக் காண்கின்றோம் . ஆனால் f ( a ) - ம் , f ( 6 ) -ம் வேறு 
வேறு குறிகளைக் கொண்டிருப்பின் , a- க்கும் , 5 - க்குமிடையில் 
பூச்சியமும் f ( x ) - ன் மதிப்பாக அமையும் . 

அதாவது a , 6 - க் 
கிடையில் , 

* -ன் ஏதாவதொரு மதிப்பிற்கு f ( x) 

x = = 0 என 
அமையும் . இதனை வரைப்படத்தின் மூலமாகக் கூறுவோ 
மானால் , y = f (x ) என்ற சமன்பாட்டின் வரைப்படம் ) = f (a ), 
y = f ( b ) - க்கிடையில் X அச்சினைக் குறைந்தது ஒரு முறையாவது 
சந்திக்கும் . எங்கு வரைப்படம் X அச்சினைச் சந்திக்கின்றதோ 
அப் புள்ளியின் மதிப்பு f ( x ) = 0 என்பதின் மெய்யெண் மூல 
மாகும் . மேலே கூறியவற்றைக் கீழே கொடுக்கப்பட்டுள்ள 
வரைப்படத்தின் மூலம் நன்கறியலாம் . - x = al x , = b- க்கு 
இடையில் y = f ( x ) , X அச் சினை 

ஒரு புள்ளிக்கு மேலும் 
சந்திக்கும் என்பதைக் கவனிக்கவும் . அவ்வாறு சந்திக்கும் 
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புள்ளிகள் ஒற்றைப்படை 
ஒற்றைப்படை எண்ணிக்கையாகும் 

என்பதையும் 
கவனிக்க . 


f ( a ) 


X 


f ( b ) 


y = f ( x ) 


படம் .1 . 


Y = f ( x ) 


flb ) 


X 


b 


f ( a ) 


படம் -2 . 


3. f ( a ) , f ( b ) - ன் குறிகள் ஒரே மாதிரியிருப்பின் , .a , b- க்கு 
இடையில் தீர்வுகள் இல்லாமலிருக்கும் அல்லது தீர்வுகளின் 
எண்ணிக்கை இரட்டைப் படையாக இருக்கும் . 


இதனை 

எளிதாகக் கீழே கொடுக்கப்பட்டுள்ள திலிருந்து 
அறியலாம் . அதாவது f ( a ) , f ( b ) - ன் குறிகள் 

ஒரே மாதிரி 
யிருப்பின் , y = f ( x ) - ன் வரைப்படம் a- க்கும் , 5 - க்குமிடையில் 
X அச்சினைச் சந்திக்காது அல்லது சந்திக்கும் புள்ளிகள் இரட் 
டைப்படை எண்ணிக்கையாக இருக்கும் . 


மேலே கூறப்பட்டவற்றிலிருந்து நாம் பின் வருவனவற்றை 
அறிகின்றோம் . 


சமன்பாட்டின் பொதுவான இயல்புகள் 
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( i ) f ( a ) , f ( b ) - ன் குறிகள் மாறுபட்டதாயின் , f ( x ) = () 
என்பதின் தீர்வுகளில் ஒற்றைப்படை எண்ணிக்கையுள்ள 
தீர்வுகள் a , b- க்கு இடையில் காணப்படும் . 


yy = f ( a ) 


a 


| 


b 


f ( a ) 


if ( b ) - 


படம் -3 . 


( 
M 


y = f ( a ) 


f ( b ) 


f ( a )) 


x . 


X 


a 


h 


படம் -4 . 


( ii ) f { a ) , f ( b ) ஒரே குறியுடையதாயின் , al , 

5 - க் 
கிடையில் தீர்வுகள் ஏதும் அமையாது அல்லது இரட்டைப் 
படை எண்ணிக்கையுள்ள தீர்வுகள் காணப்படும் . 


4. ஒவ்வோர் ஒற்றைப் படைச் சார்புக்கும் குறைந்தது 
ஒரு மெய்யெண் தீர்வு உண்டு . அத் தீர்வின் குறி இறுதி உறுப் 
பின் குறிக்கு எதிரானதாக இருக்கும் . 


( Every equation of an odd degree has at least one rcal root 
of sign opposite to that of its last term . ) 
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இதன் நிறுவனம் 2,3 - லிருந்து தெளிவாக விளங்கும் . f ( x ) 
என்ற கோவையில் , x- க்கு - 00 , 4 இவற்றைப் பிரதியிட , f ( x ) 
ஓர் ஒற்றைப் படைச் சார்பென் பதினால் கீழ்க் கண்டவற்றைக் 
காண்கின்றோம் . 


-- 00 ஆனால் , / ( s ) - ன் குறி ( - ) ஆகும் . [ n ஒற்றைப் 
படை எண்ணாகையால் . ) 


x = 0 ஆனால் , f ( x ) - ன் குறி இறுதி உறுப்பைச் சார்ந் 
துள்ளது . அதாவது ( ஐச் சார்ந்துள்ளது . 


x = 0 ஆனால் , f ( x ) - ன் குறி ( + ) ஆகும் . 


an- ன் குறி + ஆயின் , கொடுக்கப்பட்ட சார்பிற்கு , - ஐ - க் 
கும் , 0 - க்குமிடையில் குறைந்தது ஒரு மெய்யெண் தீர்வு 
இருக்க வேண்டும் . a.- னின் குறி ( - ) ஆயின் 0 - க்கும் , ஐ - க்கு 
மிடையில் குறைந்தது ஒரு மெய்யெண் தீர்வு இருக்க வேண்டும் 
என்பது தெளிவு . ஆகவே , தேற்றம் உண்மை . 


5. இறுதி உறுப்பின் குறி எதிராக உள்ள ஒவ்வோர் இரட்டைப் 
படிச் சார்புக்கும் குறைந்தது ஒரு நேர் எண் தீர்வும் , ஓர் எதிர் 
எண் தீர்வுமாக இரு தீர்வுகள் உண்டு . ( Every equation of even 
degree whose last term is negative , has at least two roots of 
opposite signs . ) 


0 , 0 , ஐைப் 


இத் தேற்றத்தையும் x- க்குப் பதிலாக 
பிரதியிடுவதின் மூலம் நிறுவலாம் . 


f (x) - ல் , x = - 0 ஆயின் , f ( x ) - ன் குறி ( + ) ; 


x = 0 ஆயின் , f ( x) - ன் குறி ( - ) . 


[ இறுதி உறுப்பின் குறி ( - ) ஆதலால் ) , 


M 


0 ஆயின் , f ( x ) - ன் குறி ( + ) . 


எனவே நாம் ஏற்கெனவே 

கண்ட 

உண்மையின் படி , 
f ( x ) - க்குக் குறைந்தது - 0 , ( )-க்கிடையில் ஒரு மெய்யெண் 
தீர்வும் , 0 , 0 - க்கிடையில் ஒரு மெய்யெண் தீர்வும் உண்டு . 
அதாவது மாறுபட்ட குறியுடைய இரு மெய்யெண் தீர்வு 
ண்டு . எனவே , தேற்றம் உண்மை . 


| 


. 


குள்ள 
சமன் பாட்டின் பொதுவான இயல்புகள் 
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6. கற்பனைத் தீர்வுகள் (Imaginary Roots )) 

இதுவரை பொதுவாக எல்லாச் சமன்பாடுகளையும் , அவற் 
றின் தீர்வுகளின் தன்மைகளையும் சிறிது அறிந்தோம் . ஆனால் , 
இறுதி உறுப்பின் குறி நேராக உள்ள இரட்டைப்படிச் சார்பின் 
தன்மையை ஆராயவில்லை . இம் மாதிரி சார்புகளுக்கு மெய் 
யெண் தீர்வுகள் இல்லாமலேயும் இருக்கலாம் . எனில் , அடிப் 
படைத் தேற்றத்தின்படி , இம் மாதிரி சார்புகளுக்குள்ள 
தீர்வை ஆராய வேண்டும் . இம்மாதிரியான சார்புகளுக் 


எடுத்துக்காட்டு : 

f (x) = x + 4 = () என்ற சமன்பாட்டின் தீர்வுகளை ஆராய் 
வோம் . இது நேர் தனி உறுப்புடைய (( Positive absolute term 
here last term ) இரட்டைப்படிச் சார்பாகும் . 


இச் சமன்பாட்டின் தீர்வுகள் மெய்யெண் தீர்வுகள் அல்ல . 
அதாவது மெய்யெண்களை X- க்குப் பதிலாகப் பிரதியிட 
f ( x) # 0. ஆனால் , x : a 24 --1 = 2 1 எனப் பிரதியிட f ( x ) = 0 
ஆகின்றது , அதாவது f ( x) - ன் தீர்வுகளில் ஒன்று 21 ஆகும் . 
f (x )- ன் மற்றொரு தீர்வு - 21 ஆகும் . இதன் விவரங்களைப் 
பின்பு காண்போம் . 


f ( x ) = x + 4 என்பதற்கான வரைப்படத்தை நோக்கும் 
பொழுது , x- ன் எந்த மெய்யெண் மதிப்பிற்கும் , f ( x ) # 0 
என்பது வரைப்படம் X அச்சினைத் தொடாததிலிருந்து தெளி 
வாகும் 


5 5 
. 


Y = x + 4 


J 


X 


படம் -5 . 


ஒவ்வொரு கூட்டு முழு எண் படி கொண்ட அளவிற்கிணங் 
கிய சமன்பாடுகளுக்கு 

a + i b என்ற வடிவில் தீர்வுகள் உள் 
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ளன . € , 5 திட்டமான மெய்யெண்களாகும் . சமன்பாட்டின் 
தீர்வுகள் மெய்யெண்களாயின் , b = 0 . 


7. தேற்றம் 

ஒவ்வோர் அளவுக்கிணங்கிய n படிச் 
சரியாக n தீர்வுகள் மட்டுமே உள்ளன . 


சமன் பாட்டிற்கும் 


நிறுவல் : 


ஓர் அளவுக்கிணங்கிய 1 படிச் சமன் 


f ( x ) = ( ) என்பது 
பாடாகட்டும் . 


அடிப்படைத் தேற்றத்தின்படி f ( x ) = () என்ற சமன்பாட் 
டிற்கு ஒரு தீர்வு உண்டு . அதனை 1 என்க . 


ஃ . 


( x -- c . , ) என்பது f ( x ) - ன் ஒரு காரணியாகும் . 


. 


- 
-யாயை 


( 3 


oi ) P - 1 ( x ) என எழுதலாம் . 


Pr- ( x ) என்பது ( n - 1 ) படி பல்லுறுப்புக் கோவையாகும் . 


ஒரு 


தீர்வு 


P - ( x ) = 0 என்ற சமன்பாட்டிற்கு 
உண்டு . அதனை 4 , என்க . 





2 ) Pr- ) ( x ) என எழுதலாம் . 


அதாவது f ( x ) = ( x-- 1 ) ( x - d . ,) Pr- ( x ) Pa - 2 ( x ) 
என்பது ( n -- 2 ) படிபல்லுறுப்புக் கோவையாகும் . 


Pr - , ( x ) = 0 என்ற சமன் பாட்டிற்கு ஒரு தீர்வு உண்டு. 
அதனை .. , என்க . 


px - 3 ( 3 ) 


6T COT 


. f { x ) - ( x - Ly ) ( x - d . , ) ( x - 43 ) 
எழுதலாம் . 


இந்த முறையைத் தொடர்ந்து செயல்படுத்தினால் , 


( x - un ) P. ( x ) 


( x 11) ( x - 2 ) 
எனப்பெறப்படும் . 


Po ( x ) - ன்படி பூச்சியமாகும் . 


சமன்பாட்டின் பொதுவான இயல்புகள் 
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ஃ po ( x ) என்பது ஒருமாறிலி . இதனை k என்று கொள் 
வோம் . 


ஃ f ( x ) = k ( x -- 4 , ) { 


2 ) 


( 3 


dn ) 


+ pm - 1 x pa 


f ( x ) == xn + p xx- + p , xn - 1 + 
எனக் கொள்வோமாயின் , 1 ஆகும் . 


--- 


வேறு 


இங்கு x- க்கு ,, 1 , ... 1 என்ற 1 மதிப்புகள் தவிர 

மதிப்புகளைக் கொடுத்தாலும் , f ( x ) பூச்சியமாகாது . 
எனவே f ( x ) = () என்ற சமன் பாட்டிற்கு 7 தீர்வுகளே உள்ளன . 
அவை 1 ,, ,, 

4 , ஆகும் . 


! 


( குறிப்பு : மேலே கண்ட 1 தீர்வுகளில் a தீர்வுகள் 
வுக்கும் , தீர்வுகள் நீ வுக்கும் சமமாயின் , 


- 


( x - 4 ) 4 ( x B ) ( x ) என எழுதலாம் . ( x ) - ன் 
படி ( n - a -- b ) ஆகும் . 

- b ) ஆகும் . இங்கு , B முறையே கொடுக்கப் 
பட்ட சமன்பாட்டின் a முறை < b > முறை மடங்குத் தீர்வுகளா 
கும் ( Multiple roots) . ] 


8. தேற்றம் முற்றொருமைத் தேற்றம் ( Identity Theorem ) : 

g ( x ) , g : ( x ) என்ற இரு பல்லுறுப்புக் கோவைகளின் படி n ஐ 
விடக் குறைவாகவும் , ஆனால் x- ன் , m > n மதிப்புகளுக்கு இரு 
கோவைகளும் சமமாகவும் இருப்பின் , அவ்விரு கோவைகளும் 
முற்றொருமைகளாகும் . 


நிறுவல் : 

இத் தேற்றத்தின் நிறுவல் ஒவ்வொரு 1 படிச் சமன்பாட் 
டிற்கும் n தீர்வுகளே உள்ளன என்ற தேற்றத்தைத் தழுவிய 
தாகும் . 


d1 , 44 , az , ... am என்ற m ( m > n ) வேறு வேறு மதிப்பு 
களுக்கு g ( x ) = g ( x ) என்க . 


அதாவது , 

g ( a ) 


- 


g1 ( a , ) , g ( az ) == g ( az ) 

g ( . 


g ( am ) 

= s , ( am ) ஆகும் . 


F ( x ) = g ( x ) - g ( x ) என்பது முழுதும் ஒத்து மறையா பல்லு 
றுப்புக் கோவை ( not identically vanishing polynomial ) என்க . 
F ( x ) - ன் படி n ஐ விடக் குறைவாகும் . 


+ 
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எனினும் : = tly , tly , dm என்ற வேறு வேறு m மதிப்பு 
களுக்கு F ( x ) = () . அதாவது F ( 1 ) - ன் தீர்வுகளின் எண்ணிக்கை 
m ஆகும் . ஆனால் m > 1. ஆகவே F ( x ) - ன் தீர்வுகளின் எண் 
ணிக்கை , அதன் படியை விட அதிகமாகின்றது . இது மாறான 
கருத்தாகும் . ஆகவே , F ( r ) முழுதும் ஒத்து மறையும் கோவை 
யாகும் . அதாவது g ( x ) , 31 ( x ) ஒவ்வோர் உறுப்புக்கும் முற் 
றொருமையாக அமையும் . 


எடுத்துக்காட்டு 1 : 


a , b , c , நேர் மெய்யெண்களாயின் , 


1 


1 


1 


- 


1 


1 


+ 


1 
- 5 


+ 


* 


-ன் தீர்வுகள் 


* 


மெய்யெண்கள் என நிரூபி . 


1 


1 


1 


1 


1 


1 


+ 
a 


+ 


* 


b 


( 


அதாவது 


x ( x - b ) ( x - c ) + 2 ( x - a ) ( x - c ) + x( x - a) (x - b ) 
-- ( x - a ) ( x - b ) ( x --- c ) = 0 

F ( x ) என்க . 


F ( a ) = a ( a - b ) ( a - c ) 
F ( b ) = b ( b - a ) ( b - c ) 

F ( c ) = b ( c - a ) ( c - b ) 
a , b , c நேர் மெய் யெண்களாதலால் , a > > எனக் 
கொள்வோம் . எனவே ( a - 5 ) , (5 - c ) , (c - 

- 5 ) , ( 5 -- c ) , (c -- a ) நேர் எண்கள் . 


ஃ F ( a ) + 

F ( b ) 
F ( c ) = + 


இதிலிருந்து குறைந்தது ய- க்கும் , ந- க்குமிடையிலும் , ந - க்கும் , 
- க்கு மிடையிலும் ஒவ்வொரு மெய்யெண் தீர்வு உண்டென்பது 
தெளிவு . கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாடு இருபடிச் சமன்பாடாகை 
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மெய்யெண்கள் 


யால் , சமன் பாட்டின் தீர்வுகள் 

தீர்வுகள் இரண்டும் 
என்பது தெளிவு . 


எடுத்துக்காட்டு 2 : 


o , B , Y என்பன ( x -- a ) ( x -- b ) ( x - c ) + c = 0 என்ற 
சமன்பாட்டின் தீர்வுகளாயின் , 


( 

J ) ( x - B ) ( x - y ) - ( = 0 என்ற சமன்பாட்டின் 
தீர்வுகள் a , b , என நிறுவுக . 


d , B , y , ( x -- a ) ( x - b ) ( x -- c ) + d = 0 என்ற சமன் 
பாட்டின் தீர்வுகளாதலால் , 


( x -- a ) ( x - b ) ( x -- c ) + d = ( x - ol ) ( x - B ) ( x - y ) 


ஃ . ( x - d ) ( x - B ) ( x - Y ) -d = ( x - a ) (x - b ) ( x - c ) 


ஃ 


a , b , c என்பன 


( x - d ) ( x -- B ) ( x - y ) -d = 0 என்ற சமன் பாட்டின் 
தீர்வுகளாகும் . 


பயிற்சி 


காரணி 


( 1 ) x + 3px + q என்ற கோவையின் 

ஒரு 
x- 2ax + a என்றால் , q + 4p * = 0 என நிறுவுக . 


( 2 ) a<<< d ஆனால் , -ன் எந்த மதிப்பிற்கும் 


( x - a ) ( x - c ) = k ( x - b ) ( x - d )) 


என்ற சமன் பாட்டின் தீர்வுகள் மெய்யெண்கள் என நிறுவுக . 


( 3 ) x ,, ,, ......... 3 , என்பன 


( a - x ) ( a , -3 ) (an - x ) + k = 0 என்ற சமன்பாட்டின் 
தீர்வுகள் எனில் , a , a ,, ...... a , என்பன ( x , - x ) ( x , -x) ....... 
(xn -- x ) -- h = () என்ற சமன் பாட்டின் தீர்வுகள் என நிறுவுக . 
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( 4 ) u > / > t எனும்படி 
எனும்படி , 1 , 5 , ( நேர் 

b , t நேர் மெய்யெண் 
களாயின் , 


3 


+ + + + + - 


என்ற சமன்பாட்டின் தீர்வுகள் மெய்யெண்கள் என நிறுவுக . 


சமன்பாடுகளின் தீர்வுகளது தன்மைகள் ( Properties of 
the roots of Equations) 


9. சமன்பாடு 

xn + pr r ~ n + , xn - 1 - + ... p n- x + pr = 0 . 


என்பதின் கெழுக்கள் pi , p2 ... pa முழு எண்களானால் , இச் 
சமன்பாட்டிற்கு அளவுக்கிணங்கிய தீர்வுகள் இருப்பின் , அவை 
முழு எண்களாயிருக்கும் . அத் தீர்வுகள் pn- ன் காரணிகளாக 
வும் இருக்கும் . 


என்ற 


கொடுக்கப்பட்ட சமன் பாட்டிற்கு " தீர்வு இருப் 
பதாகக் கொள்வோம் . இங்கு 4 - ம் 6 - ம் ஒன்றுக்கொன்று 
பகா எண்கள் . எனவே , 


--- 


hin 


b n . 


2 , + | -- + P- * + pm = 0 ஆகும் . 


இரு பக்கங்களையும் b 1- ! ஆல் வகுக்க , 


+ Atd 


++ p2 u |~ b + 


b 


+ pn - u a b n - 2 

- + [ r br - 1 = 0 


எனப் பெறப்படும் . 


வே 


இங்கும். 12 .... pn , u , யாவும் முழு எண்களாகும் . என 
tr a t - 1 -- p , an - 2 b + ... + pm bn- 1 ஒரு முழு எண்ணாகும் . 
ஒன்றுக்கொன்று பகா எண்களானதால் , ஒரு பின்னமாகும் . 


அதாவது , 

பின்னம் + முழு எண் 


0 எனக் காண்கின்றோம் . 
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ஆனால் 

து முரணானது . எனவே , நாம் எடுத்துக் 
கொண்டபடி - போன்ற பின்னங்கள் கொடுக்கப்பட்ட சமன் 
பாட்டின் தீர்வாக இருத்தல் இயலாது . எனவே , சமன்பாட்டின் 
தீர்வுகள் முழு எண்களாகும் . 


சமன் பாட்டின் தீர்வுகளில் ஒன்று எனக் கொள்வோம் 
இங்கு ஒரு முழு எண் . 


எனவே 


n -Hin- 1 + 


+ pr -1c + pr = 0 ஆகும் . 


இருபக்கமும் ஆல் வகுக்க , 


an - 1 + , n -3 + 


+ pa + 


p 
LL 


0 . 


இங்கு on- 1 + p 4 

p on 


+ pn - 1 ஒரு முழு எண் . 


pa 
ஃ முழு எண் + 

odL 


- 


0 


. 


pn 

ஒரு முழு எண் . அதாவது 1 ஆனது p . ஐ மீ தமில்லா 

cL 
மல் வகுக்க வேண்டும் . அதாவது , -ன் ஒரு காரணியாகும் . 


10. அளவுக்கிணங்கிய கெழுக்கள் உள்ள ஒரு சமன்பாட்டில் 
இருபடி மூலத் தீர்வுகள் துணையிய மூலங்களாகவே 
தோன்றும் ( In an equation with rational co - efficients , the 
roots which are Quadratic surds occur in their conjugate pairs . ) 


கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாடு f ( x ) = 0 என்க . f ( x ) 0 - ன் 
ஒரு மூலம் a + b (b + 0 ) எனின் அதன் துணையிய படிமூல 
மாகிய a - 1b -ம் f ( x ) = ) -ன் தீர்வு என நிறுவவேண்டும் . 


( x - a - 15 ) ( x - a + 1 b) = ( x - a )" - 5 


f ( x ) ஐ ( x - a ) -5 ஆல் வகுக்கும் பொழுது ஈவு 8 ( 3 ) , 


மீதி Ax -- B எனவும் கொள்க . 


ச . கொ 


3 
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* f ( x ) = [ ( x -- a ) * - b ] g ( x ) + Ax + B 


f ( a + < b ) = 0 :: x = a + b எனப் பிரதியிட ,, 


0 = A ( a + 5 ) + B எனப் பெறப்படும் . 


Aa + A < b + B = 0 


அதாவது 


Aa + B2 0 


A TO 


- 0 ஆகும் . 


a + b ) 

= ( ) எனின் , a = 0 , b = 0 ஆகும் . ] 


b +0 . : 1b +0 


ஃ . Ab 

A b = 0 என்பதில் 


எனவே , Aa + B = ( ) என்பதில் 


B = 0 எனக் காண்கிறோம் . 


ஃ f ( x ) = [ [ x - a ) - b ] g ( x ) ஆகும் . 


எனவே f ( x ) - ன் தீர்வு ( a --1b ) என்பது தெளிவாகும் . 


11. மெய்யெண் கெழுக்களுடைய , சமன்பாட்டின் கற்பனைத் 
தீர்வுகள் , துணை யிய கற்பனை எண்களாகத் தோன்றும் 
( Imaiginary roots of an equation with real coefficients occur in 
their conjugate pairs . ) 


இதனுடைய தெரிப்பும் மேலே கண்டது போலவேதான் - 


/ + i B என்பது f ( x ) = 0 என்ற சமன் பாட்டுன் தீர்வு 
எனின் , 

( - i B ) - வும் f ( x ) = 0 என்று கொடுக்கப்பட்ட 
சமன்பாட்டின் தீர்வாகும் . 


( + IB ) ( + iB ) = + B 


( x 


- iB ) ( x -- 

de tiß ) 


( x - L ) + B 
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f ( x ) ஐ ( x - . ) " + B ஆல் வகுக்கும்பொழுது கிடைக்கும் 
ஈவு 8 ( x ) , மீதி Ax + B என்க . 


[ x - ol ) + B ] g ( x ) + Ax + B 
f ( a + iB ) - 
ஃ 0 = A ( 4 + iB ) + B 
ஃ A 1 + B 0 


. 


i A B = 0 


B + 0 


A = 0 


. B = 0 


ஃ f ( x ) = [ (x - ol ) " + B ] 8 ( x ) 
அதாவது ( -iB ) - ம் f ( x ) - ன் தீர்வாகும் . 


மேலே கண்ட தேற்றத்திலிருந்து நாம் கீழ்க்கண்டவற்றைக் 
காண்கின்றோம் . 


( 1 ) ஒற்றைப்படைப் படியுள்ள சமன்பாட்டிற்குக் குறைந்தது 
ஒரு மெய்யெண் தீர்வு உண்டு . 


( 2 ) இரட்டைப்படை படியுள்ள சமன்பாட்டிற்கு மெய்யெண் 
தீர்வுகளே இல்லாமல் இருக்கலாம் . அப்படி ஏதாவது இருப் 
பின் அவற்றின் எண்ணிக்கை இரட்டைப்படையாகத்தான் 
இருக்கும் . 


மடங்குத் தீர்வுகள் (Multiple roots ) 

f ( x ) = 0 என்ற சமன்பாட்டின் தீர்வுகளில் 4 , 1 , ... 
try ... ... என்க . இவற்றில் r தீர்வுகள் சமமாயின் , அவை 
களை மடங்குத் தீர்வுகள் என்கின்றோம் . தடவைகள் இவ் 
வாறு தோன்றுமாயின் மடங்குத் தீர்வுகள் கொடுக்கப்பட்ட 
சமன் பாட்டிற்கு உண்டு என்கின்றோம் . 


எடுத்துக்காட்டு : 

( x - 3 ) ( x - 7 ) * ( x + 5 ) 0 - ன் தீர்வுகள் 3,3,3,3 , 
7,7,7,7,7,7 , -5 ஆகும் . இங்கு 3 நான்கு முறை மடங்குத் தீர்வு 
என்றும் , 72 ஆறு முறை மடங்குத் தீர் வென்றும் கூறுகின்றோம் . 
12. f ( x ) என்ற பல்லுறுப்புக்கோவையின் காரணி ( x - a ) 

) 
ஆனால் , ( f ( x ) - ன் காரணி ( x --- a )r- ஆகும் . அதாவது f ( x ) = 0 
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என்ற சமன்பாட்டில் ஒரு தீர்வானது ‘ r முறை மடங்குத் தீர் 
வாகுமாயின் , f " ( x ) = 0 

சமன்பாட்டிற்கு அத்தீர்வு 
( r - 1 ) முறை மடங்குத் தீர்வாக அமையும் . 


என்ற 


f ( x ) = () என்ற சமன் பாட்டில் , 1 முறை மடங்குத் தீர்வு a 
என்க . 


ஃ: f ( x ) = ( x - a ) p ( x ) என எழுதலாம் . 


, 


ருபக்கங்களுக்கும் x- ஒட்டிய வகைக்கெழுகாண 

f ( x ) = r ( x - a ) r- p ( x - a ) r p ( x ) 


== 


( x - a ) -1 [ rp ( x ) + ( x - a ) rp ( x ) ] 


= ( x -- a ) r - 1 [ r p ( x ) + ( x - a ) p ( x ) ] 


- 


( x -- a ) -1 g ( x ) என்க .. 


ஃ f ( x ) = 0 என்ற சமன் பாட்டில் a ( r - 1 ) முறை 
மடங்குத் தீர்வாக அமையும் . 

எனவே a என்பது , f ( x ) = 0 , f * ( x ) = 0 ... fr- ( x ) = 0 
என்பவற்றிற்கு முறையே ( r - 2 ) , (1-3) , ......... 3,2,1 முறை மடங் 
குத் தீர்வாக இருக்கும் . 


மேலே கண்டதின் மறு தலையை எளிதில் காணலாம் . அதா 
வது f ( x ) = 0 என்ற சமன் பாட்டில் , a ஆனது ( r - 1 ) முறை 
மடங்குத் தீர்வாக இருக்குமாயின் , f ( x ) = 0 என்பதற்கு a 
ஆனது 7 முறை மடங்குத் தீர்வாக அமையும் . 


13. மடங்குத் தீர்வுகளைக் காணுதல் ( To find the multiple 
roots ) 


இங்குக் கொடுக்கப்பட்ட சமன் பாட்டில் உள்ள மடங்குத் 
தீர்வுகளின் மடங்கையும் , தீர்வுகளையும் காண்பது எவ்வாறு 
எனப் பார்ப்போம் . 


f ( x ) = 0 என்ற கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டின் தீர்வுகள் 
4. , 12 ..... - என்றும் , அவற்றின் மடங்கு ( Multiplicity ) 
a1 , aa ) ...... a , என்றும் கொள்க . 


MYFrey 


-- 
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0 - ல் அத் 


f ( x ) = 0 - ன் தீர்வின் மடங்கு 7 ஆனால் , f ( x ) 
தீர்வின் மடங்கு ( r - 1 ) என அறிவோம் . 


எனவே , f ( x ) , f ( x ) இரண்டும் , 


a , -1 


dr - 1 


a1 -1 
( x - 1 ) ( x - 1 ) 

( x - 1 ) 
என்பதால் வகுக்கப்படும் என அறியலாம் . 


எனவே f ( x ) , f ( x ) -ன் மிகப்பெரிய பொதுக்காரணி 


- 


1 


a . a2-1 

az = 1 
C ( x ) = ( x - 1 ) ( x - 2 ) ( x d ) Q ( 8) 
எனலாம் . இங்கு Q (x ) ஒரு மாறிலி என்பது தெளிவு . ஏனென்றால் , 
Q ( x ) - க்கு x ஏதேனும் ( x -- m ) போன்ற ஒரு காரணியிருக்கு 
மாயின் , m , 2 , இவற்றில் ஏதேனும் ஒன்றிற்குச் 
சமமாயிருத்தல் வேண்டும் . அப்படியிருப்பின் , m = d ., என்க . 
எனவே f ( c ) - ன் ஒரு காரணி ( x - . ,) எனவாகும் . இது 
இயலாது . எனவே Q ( x ) ஒரு மாறலியாகும் . எனவே f ( x ) க்கும் 
f ( x ) க்கும் மிகப் பெரிய பொதுக்காரணி 


a , -1 


ar - 1 


al 
( x - ) 


-1 

( x - 


do) 


( x - d ) 


ஆகும் . 


இனி பிறிதொரு முறையில் இதனை நோக்குவோம் . 


P , என்பது ஒரு மடங்குத்தீர்வுகளின் பெருக்குத் தொகை 
யையும் , P , என்பது இருமடங்குத் தீர்வுகளின் பெருக்குத் 
தொகையையும் , குறிக்கட்டும் . இதேபோல் P3 , P ., ...... P . என் 
பன மூன்று , நான்கு , ...... r மடங்குத் தீர்வுகளின் பெருக்குத் 
தொகையைக் குறிக்கட்டும் . இங்கு Pk என்பது ஒரு மாறிலி 
யாயின் , k மடங்குள்ள தீர்வுகள் கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட் 
டிற்கு இல்லை எனக்கொள்வோம் . 


எனவே , 
f (x ) = pip ps 

. ஆகும் . 
C ( x ) = ¢ , p3 p ...... ஆகும் . 
G ( க ), f (x ) , f ( x ) - ன் மிகப் பெரிய பொதுக்காரணியாகும் . 

C , ( x ) = pa 


என்பது , 
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C ( x ) , C ( x ) - ன் மிகப்பெரிய பொதுக்காரணியாகும் . 


இதேபோல் , 


C , ( x ) = ....... என்பது 


C , ( r ) , C2 ( x ) -ன் மிகப்பெரிய பொதுக்காரணியாகும் . 


இவ்வாறு காணப்படும் C , ( x ) , C , ( x ) , என்ற பொதுக் 
காரணிகளின் தொடர் Ct -1 ( x ) வரை அமைவதாகவும் , Ck , ( x ) 
ஒரு மாறலி ஆகவும் இருக்குமாயின் , k ஐ விட அதிகப்படியான 
மடங்குத் தீர்வுகள் கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டிற்கு இல்லை 
என்பது தெளிவு . 


மேலே பார்த்தவற்றைக் கொண்டு , தீர்வுகளையும் அவற் 
றின் மடங்குகளையும் காணக் கீழ்க்கண்டவற்றைப் பார்ப்போம் . 


f , ( x ) 


f ( x ) 
C ( x ) 


= P , P2 ...... P 


f , ( x ) 


C ( x ) 
C , ( x ) 


= P , ...... Pk 


fk (x ). 


Ck- , ( x ) 
Ck - 1 ( x ) 


Pk ஆகும் . 


இங்கு 


f , ( x ) 
f2 ( x ) 


|| 


P. , 


f2 ( x ) 


1 


P ,, 


f3 ( x ) 
f ( x ) 


P3 , 


.. 


fk- ( x ) 
fi ( x ) 


Pkog 


fs ( x ) = Pk ஆகும் . 


T 
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வ்வாறு கண்டறிந்த P , P2 , P சார்புகளிலிருந்து , 


0 


P. 
P2 


0 


... 


PA 


என்ற சமன்பாடுகளைப் பெறுகின்றோம் : இச் சமன்பாடுகளின் 
தீர்வுகளின் மடங்கு ஒன்றாகும் ( 1 ) . எனவே இத் தீர்வுகள் 
முறையே , கொடுக்கப்பட்ட சமன் பாட்டின் ஒன்று , இரண்டு 

...... மடங்கு உள்ள தீர்வுகளாகும் . இங்கு ஏதேனும் ஒன்று 
( P ,, P ,, ... Pk- க்களில் ) மாறிலியாயின் , அதாவது எடுத்துக்காட் 
டாக pr ஒரு மாறிலியாயின் , கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட் 
டிற்கு , மடங்கு உள்ள தீர்வு இல்லை என்பதாகும் . 


இவற்றைக் கீழே கொடுக்கப்பட்டுள்ள எடுத்துக்காட்டு 
களின் மூலம் நன்கு அறியலாம் . 


| 


எடுத்துக்காட்டு 1 : 

( 3 + 110 ) . 1 , -- 2 இவற்றைத் தீர்வுகளாகக் கொண்ட 
அளவுக்கிணங்கிய நாற்படிச் சமன்பாட்டைக் காண்க . 


இங்கு ( 3 + \ 10 ), சமன் பாட்டின் ஒரு தீர்வானால் , அச் 
சமன்பாட்டிற்கு ( 3 - 10 )-ம் ஒரு தீர்வாகும் . எனவே வேண் 
டிய சமன்பாட்டின் தீர்வுகள் 3 + 110 , 1 , - 2 ஆகும் . 

. 


ஃ வேண்டிய சமன்பாடு 


( x - 3 - 10 ) ( x - 3 + 1/10 ) ( x - 1 ) ( x - 2 ) 

2 ) = 0 ஆகும் . 
அதாவது , [ ( x - 3 ) - 10 ] [ x - 3x + 2 ] 


0 


அதாவது , 


x --5x - 9x " + 11x + 2 = 0 ஆகும் . 


எடுத்துக்காட்டு 2 : 


* 


5x 


4x 


8 
: 


8 


O 


என்ற சமன்பாட்டின் தீர்வுகளில் ஒன்று 1-5 ஆகும் . மற்ற 
தீர்வுகளைக் காண்க . 
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f ( x ) = x * - 5x + 4 : " + 8x -- 8 = 0 என் பதின் 
தீர்வு 1 - 15 ஆயின் 1 + 5 - ம் f ( x ) = 0 - ன் ஒரு தீர்வாகும் . 
எனவே , 
( x -1+ 15 ) ( x - 1- 1 5) = ( x - 1 ) " - 5 

x2 - 2 x - 2 


f ( x ) = 0 என்பதின் காரணியாகும் . 
( x " - 2x - 2 ) ஆல் வகுத்து , 


எனவே f ( x ) ஐ 


f ( x ) = ( x – 2x - 2 ) ( x " - 3 x + 2 ) 

= ( x " - 2x - 2 ) ( x - 2 ) ( x - 1 ) எனப் பெறலாம் 
ஃ f ( x ) = 0 - ன் தீர்வுகள் 


1 , 2 , 1 + 15 ஆகும் . 


எடுத்துக்காட்டு 3 : 

2 x - 13 : – 31 x " - 7x – 13 == 0 - ன் தீர்வுகளில் 
ஒன்று ( 3 + 21 ) ஆயின் , மற்ற தீர்வுகளைக் காண்க . 


கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டின் ஒரு தீர்வு ( 3 + 2i ) ஆகை 
யால் , ( 3 - 2i ) - ம் ஒரு தீர்வாகும் . 


எனவே , 


( x -- 3 - 2 3) ( x -- 3 + 21 ) 

= ( x - 3) " + 4 
= * - 6x + 13 


கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டின் 
ஒரு காரணியாகும் . 
எனவே , 2 * 

: 4 13 x + 31 x " - 7 x - 13 ஐ x " - 6x + 13 
ஆல் வகுக்க , 


-- 


2x - 13 ** - 31 * - 7 x - 13 

( x – 6x + 13 ) ( 2 x - x - 1 ) 
= ( x " - 6 x + 13 ) ( x - 1 ) ( x + 1/2 ) 

= 0 
எனப் பெறப்படும் . 
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. 


சமன்பாட்டின் தீர்வுகள் 3 + 21 , 1 , - 1/2 ஆகும் . 


எடுத்துக்காட்டு 4 : 

xn - an = 0 என்ற சமன்பாட்டிற்கு மடங்குத் தீர்வுகள் 
இல்லை என நிறுவுக . 


f ( x ) 


an என்க . 


f ( x ) = n x n - 1 


= 0 - ல் x = 0 என்பது ( n - 1 ) மடங்குத் தீர்வாகும் . 
எனவே x = 0 என்பது f ( x ) 

0 - ன் தீர்வாயின் 

* 2.0 
ஆனது , f ( x ) = 0 - ன் n. மடங்குத் தீர்வாகும் . 


, 


ஆனால் a + 0 


எனவே f ( x ) = 0 - க்கு மடங்குத் தீர்வுகள் கிடையா . 


எடுத்துக்காட்டு 5 : 


23 - 3qx + 2r = 0 என்ற கமன்பாட்டிற்கு ஓர் இருமடங்குத் 
தீர்வு இருப்பின் ஏ = r என நிறுவுக . 


f ( x ) = x" - 3q x 2 r = 0 - க்கு ஓர் இரு மடங்குத் தீர்வு 
இருக்குமாயின் , 


f ( x ) = 0 - க்கு 
வேண்டும் . 


அத் தீர்வு ஒரு மடங்குத் தீர்வாயிருக்க 


f ( x ) = 3 x – 3.9 


3 x " - 3 4 = () என் பதில் 


x = + Vq ஆகும் . 


ஆகவே , x = + vq , - 14 என் பதில் ஏதேனும் 
ஒன்று f ( x ) = () - ன் இரு மடங்குத் தீர்வாயிருக்க வேண்டும் . 


= q என்பது 


அதாவது 
வேண்டும் . 


0 - க்குப் பொருந்த 


தே 
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எனவே , 


qx - 3qx + 21 = 0 


- 2 q * = - 21 


9 x 


ஏ : 


q 


pa 


. 


எடுத்துக் காட்டு 6 
** - 15x + 10x2 + 60 x - 70 = 

= 0 - க்கு 
மடங்குத் தீர்வு உண்டு , சமன்பாட்டைத் தீர் . 


மும் 


f ( x ) = x – 15 x + 10 * " + x 60 - 70 = 0 என்க . 


f ( x ) = 0 - க்கு ஒரு மும்மடங்குத் தீர்வு உண்டெனின் 
f " ( x ) = 0 - ன் ஒரு தீர்வாயிருக்க வேண்டும் . 


f ( x ) = 5x – 45 x " + 20 x + 60 


f " ( x ) = 20 x " - 90 x + 20 


f " ( x ) 


0 - ல் 


அதாவது 2x - 9x + 2 = 0 - ல் 


x = 2 ஒரு தீர்வாகும் . 


f " ( 2 ) = 0 , f ( 2 ) = 0 


எனவே x = 2 என்பது மும்மடங்குத் தீர்வாகும் . 


எனவே , 


f (x ) = ( x - 2 ) ( x + 6x + 9 ) 


= ( x - 2 ) ( x + 3 ) 


f ( x ) = 0 - ன் தீர்வுகள் 


2 , 2 , 2 , - 3 , - 3 ஆகும் . 

. 
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எடுத்துக்காட்டு 7 : 

** - ** - 4 x " - 3 * - 2 = 0 - ன் 
காண்க . 


மடங்குத் தீர்வுகளைக் 


இங்கு $ 13 - ல் கொடுத்துள்ள முறையைப் பின்பற்றுவோம் . 


f ( x ) = () என்பது கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாடாகட்டும் . 


இங்கு f (x )- க்கும் f ( x) - க்கும் உள்ள மிகப் பெரிய பொதுக் 
காரணி C ( x ) க் காண்போம் . 


3 


f ( x ) = x * -- x * - 4 x " - 3x - 2 


f ( x ) = 5x -- 3x – 8x - 3 


5x f ( x ) = 5x - 5x - 20 * - 15 x -- 10 


C ( x ) ஐக் கீழ்க்கண்டவாறு காண்கிறோம் : 


- 5 


50 


101 


- 1050 


20 


- 


15 


3 - 8 - 3 


5 0 - 3 - 8 


கனை 


3 


1 


. 


- 2 


- 12 


- 


12 - 10 
6 . 5 ( - 2 ஆல் வகுக்க ) 


1 


6 


. 


5 


0 


- 


- 3 


- 8 


--- 


3 


1 
5 


5 


6 6 
30 


5 


5 


30 


30 


25 


-- 


30 


33 


கா 


- 33 


.3 


30 


- 


180 


- 


150 


180 


- 


147 


147 


147 


1 


1 


1 ( 147 ஆல் வகுக்க ) 
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i 


1 


6 


6 


5 


1 


1 
5 


1 


1 


1 


1 


1 


5 


5 5 


5 5 | 

5 5 


0 


எனவே , 


C ( x ) = x " + x + 1 ஆகும் . 


இனி C1 ( x ) ஐக் காண்போம் . 


1 


1 


1 


2 
1 


1 
1 


( 2 ஆல் 
பெருக்க ) 


+ 


2 


2 2 


2 


1 


sa 


1 


2 


2 


4 


( 2 ஆல் பெருக்க ) 


2 


1 


3 


எனவே C , ( x ) ஒரு 

மாறிலியாகும் . இதிலிருந்து இரு 
மடங்கைவிட அதிகமான மடங்குடைய தீர்வுகள் இல்லையென 
அறிகின்றோம் . 


இனி , 


f : ( x ) 


f ( x ) 
C ( x ) 


M 


x2 


11 


x - 2 
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C ( x ) 


f , ( x ) 


x + x -- | 


C , ( x ) 


. 


P. 


f ( x ) 
f2 ( x ) 


|| 


( 


2 ) 


கா 


P , = f , 


x2 + x + 1 


P , இரு மடங் 


இங்கு P , ஒரு மடங்குடைய தீர்வையும் , 
குள்ள தீர்வையும் கொடுக்கின்றது . 


P1- லிருந்து , * = 2 எனவும் , 


P , - லிருந்து x = 0 , 02 


2 


--1 + i 3 

2 


- 1 


9 


1 - 13 

2 


என அறிகின்றோம் . எனவே , 


என 


f ( x ) = ( x - 2 ) ( x - a ) ( x - . ) " ஆகும்.. 


எடுத்துக்காட்டு 8 : 


. 


a x + 36 x + 3 cx + d = 0 என்ற சமன் பாட்டிற்கு ஒரு 
மும்மடங்குத் தீர்வு இருக்குமாயின் , அதற்குரிய நிபந்தனையைக் 
காண்க .. 


அதாவது a x + 3b x " + 3 cx - + - d = 0 - ன் தீர்வு 1 , , ! 
என இருக்கும் . எனவே , 

a x " + 3 b x " + 3 cx + d = a ( x -- 4 ) 


3 


= a [ x - 3 ad x " + 3 / * x - L ) 


சமபடிகளின் கெழுக்களை ஒப்பிட , 


3 b = - 3a / 


30( 3a 2 


dd 


- a 13 ஆகும் . 


T 


46 


சமன் பாட்டுக் கொள்கை 


b 


Cad 


. 


C = 4 dt 


b = 


( 1 ) 


--- 


a od 


- 


b c = ( --- a al ) ( a l ) 

= + a (-a l ) 


a d 


( 2 ) 


எனவே வேண்டிய நிபந்தனைகள் 


h = ac , b = ad ஆகும் . 


எடுத்துக்காட்டு 9 : 

x + 4 ax * + 6bx + c = 0 என்ற சமன்பாட்டிற்கு ஒரு 
மும்மடங்குத் தீர்வு உண்டாயின் , 


30" 


4 5 


27 a + 16 = () என நிறுவுக . 


கொடுக்கப்பட்ட சமன் பாட்டிற்கு மும்மடங்குத் தீர்வு 
J எனவும் , மற்றொரு தீர்வு B எனவும் கொள்வோம் . 


ஃ . 


x a x + 6 b * + 6 


- 


( x - a ) ( x - B ) 
( x3 – 3 ol x + 3 ! x : -- / *) ( x - B ) 


= 


x - ( 3 4 + B ) ** + ( 3 4 + 3 4 B ) x " 


( 3 + 3 B ) x + B 


சமபடிகளின் கெழுக்களை ஒப்பிட , 


4. a = 


3 


B 


( 
1 
) 


6 6 = 3 .. " + 3 / B 


( 2 ) 


0 


L 


3 J2 B 


( 3 ) 
( 4 ) 


as B 


R. 
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( 3 ) -லிருந்து , 


( + 3 B ) 0 , 

0 , # 0 


a + 3 B = 0 


( 5 ) 


( 1 ) , ( 2 ) , ( 5 )-லிருந்து , ந - க்களை நீக்கி , 


44 - - 3 ( - 3 B ) - 3 = 8 B 


65 = 3 ( 9B ) + 3 ( - 3 B ) B 


= 27 B * - 9 s = 18 B 


b 38 , a = 2 நி எனப் பெறப்படும் . 


அதாவது , 


3 = 3.4 B 


12 B 


45 


ஃ 3a * 4 5 


4 , ந - வை ( 1 ) , ( 4 ) , ( 5 )- லிருந்து நீக்க , 


a = 2 B 


6 = ( - 3 B ) , B 


27 " 


27 0 = 


27 ( 28 ) * 


16 


27 a + 16 ( = 0 


எடுத்துக்காட்டு 10 : 


xn - n q x + ( n - 1 ) r = 0 என்ற சமன்பாட்டிற்கு ஓர் 
இரு மடங்குத் தீர்வு உண்டெனின் , 


an = r -1 


*-1 என நிறுவுக . 


f (x ) = xn = ngx + ( n - 1 ) r என்க . 
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= n x 1-1 


f ( 8 ) 

n ( ) 
f ( x ) = என்பதிலிருந்து 


4 


அல்லது x = , 1 /n -1 எனப் பெறலாம் . f x- க்கு இரு மடங் 

1-1 க்கு f ( x ) = 0 என்பது 
குத் தீர்வு உண்டு என்பதால் x = q 
பொருந்த வேண்டும் . அல்லது .x " -1 = q என்பதற்குப் பொருந்த 
வேண்டும் . 


x q -nqx + ( n - 1 ) 1 = 0 
-xq ( n - 1 ) + ( n - 1 ) r = 0 . 
ஃ . ( n - 1 ) ( r -- xq ) = 0. 

- 1 + 0 


12 


1 . 


X9 


4 


ஆனால் x = 1 / n - 1 


1 


1 / n - 1 
4 


- 


9 


Th - 1 


9 


4 


பயிற்சி 


( 1 ) கீழ்க்கண்டவற்றைத் தீர்வுகளாகக் கொண்ட அளவுக் 
கிணங்கிய சமன்பாடுகளைக் காண்க . 
( i ) v5 - 12 , - 15 + v2 , 

, 

15 - 12 . 


( ii ) 413, 3 + 21 
( iii ) 1 + 5i , 5 


1 


1 + i 


7 . 


(iv ) 


* 


-1| - 

12 


( v ) 1 , 3 - 2 
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( 2 ) பின் வரும் சமன்பாடுகளின் தீர்வுகள் அளவுக்கிணங் 
கியவை . அவற்றின் தீர்வுகளைக் காண்க . 


( i ) * - * -7x + x - + 6 = 0 


( ii ) : 


12x + 41x -- 18x - 72 = 0 


( iii ) x * - 5x - 18x + + 72 = 0 


(iv ) 4 


2x 


19x + 68x 


60 


- 


= 0 


( 3 ) தீர்க்க : 


( 1 ) x -2 : * + 6x " +22 : +13 = 0 - ன் ஒரு தீர்வு 2 + 3i 
( 2 ) x " -3x + 3x " --4x * -4 : +4 = 0 - ன் ஒரு தீர்வு 1+ 
( 3 ) x6 -3x " + 4x -6x * + 5x -3x +2 = 0 - ன் ஒரு தீர்வு ! 


( 4 ) x + 2x " - " + x * -2x " -1 


= ) -ன் ஒரு தீர்வு 


( 5 ) ** + 3x * -5x + 6x +2 = 0 - ன் ஒரு தீர்ப்பு ( -2 + 43 ) 


( 6 ) x --6x * +113 - 10x +2 = 0 - ன் ஒரு தீர்வு ( 2 + 3 ) 
( 7 ) x -4x " + 8x +35 = 0 - ன் ஒரு தீர்வு ( 2 +13) 


( 8 ) x + 2x - 16x +77 


0 - ன் ஒரு தீர்வு ( -2 + 17 ) 


( 9 ) 2x -3 : + 5x + 6x * -27x +81 = 0 - ன் ஒரு தீர்வு 2 

( 12 + :) 


( 10 ) x + 2x " --5x + 6x +2 = 0 - ன் ஒரு தீர்வு ( 1 + i ) 
(( 4 ) a , b , c , ......... 1 ; ol , B , r , ......... A , m ; யாவும் ஒன்றுக் 
கொன்று சமனில்லாத மெய்யெண்களாயின் , 
a ) 

12 
+ + 

--- 
( x ---- B ) 

( x - X ) 
என்ற சமன்பாடு கற்பனைத் தீர்வுகள் பெற்றிருக்க முடியாது 
என நிறுவுக . 
( 5 ) ay a , 

1 - ன் 
x- 

* --- 


2 


-+ 


ப 


ச . கொ . ---- 4 
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தீர்வுகள் மெய்யெண்கள் என நிறுவுக . a , a2 , ... ay ; o1 , ,, 

n . மெய்யெண்கள் . 


( 6 ) L , B , Y , 8 , a , b , c மெய்யெண்களானால் , 


a 

b3 
+ + 

8 என்பது மெய் 
x - B 
யெண் தீர்வுகளே பெற்றிருக்குமென நிறுவுக . 


( 7 ) x + ax + bx + cx +4 = ( ) என்ற சமன்பாட்டிற்கு 
மூன்று தீர்வுகள் சமமானால் அவை ஒவ்வொன்றும் 
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ab 
3a " - 8b 


என நிறுவுக . 


3px " + 3qx - r = () என்ற சமன்பாட்டிற்கு இரு 
தீர்வுகள் சமமானால் , மூன்றாவது தீர்வு 


( 8 ) x3 


3p3 


4pq -- 
p -- 


என நிறுவுக . 


( 9 ) x + 3ax " + 3bx +6 = 0 என்ற சமன்பாட்டிற்கு - இரு 
தீர்வுகள் சமமானால் , 


4 ( b " -- ac ) ( a " --- b ) = ( c -- ab ) என்றும் , மூன்றாம் தீர்வு 


c ( b -- a ) 
b " 


எனவும் நிறுவுக . 


ac 


( 10 ) கீழ்க்கண்ட சமன்பாடுகள் மடங்குத் தீர்வுகள் பெற்றி 
ருப்பின் அவற்றைத் தீர்க்கவும் . 


( 1 ) * - 7x " + 16x - 12 = 2 ( ) 


( 2 ) x -- x -- 8 : + 12 = () 


( 3 ) * 
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O 


3v3 


( 4 ) * 


-- 


* 


--- 


3 
16 


|| 


0 


2 


( 5 ) x 


4 . 


6x " + 36x 


- 


27 = 0 ) 
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ܕܨ19 
+ 
12,9 
- 
; 
2_ 
( 
6 
) 


6x + 9 - 0 


8܀ 
( 
7 
) 


ܫܚܚ 


6 , + 4x6 + 13- + 6 = 0 


2x3 


8z8 


ܦܕ2 
+ 
6܀ 
( 
8 
) 


0 


16x2 + 16x + 32 


0 
ܕ 
256 
+ 
ܨ576 
- 
?? 
48 
+ 
" 
292 
+ 

9x8 

+ 96x 
( 
9 
) 


8 
+ 
! 
4 
- 

x 

- 8 : 8 - 61 + 2lsf 9x9 : 22z 
+ 
8ܨ 
( 
10 
) 


0 


ܬܗ 


( 1 ) x - 14x7 + 9 = 0 


2 
6 
? 
b 
ܛܛܐ 


ܐ܀ 
( 
2 
) 


10x8 


19x9 + 4802 


ܙܘ 


0 
ܘ 
1932 


( 3 ) x ! - 12 , + 729 - 3121 + 676 - 0 


( 4 ) x + 1 0 


ܕ 


( 5 ) x - 7x + 17x - 11 0 


( 2 ) ( d ) + 1 , 3 , - 2 


( 2 ) -1 , 3 , 4 , 6 


( 3 ) 3 , 6 , -- 4 


5 
- 
, 
3 
ܕ2 
ܕ2 
( 
4 
) 


: 


( 3 ) ( l ) -1 , -1, 2 + 3 :, 2-3i . 


ܕ 
- 
ܘܐ 
+1 
, 
; 
- 
1 
, 
: 
-.1 
, 
i 

+1 
, 
1 
- 
( 
2 
) 


ܕ 
ܚܝܚ 
ܨ 

ܨ 
1 
; 
2 
, 
1 
( 
3 
) .ܕ 
ܐ 
- 


i, - iufti , - 
ii- 
, 
ܪܕܪܝܐ 
( 
4 
) 


; 03 

2 


1 
2 


“ 3 
2 


2 


( 5 ) - 2 + V3 , 1 + ; 


( 6 ) 2 + -{ 3 , 1 + : 
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( 7 ) 2 + i < 3 , - 2 + i 
( 8 ) - 2 + : 17 , 2+ i < 3 


( 9 ) 12 + i , ( 1+ :17 ) 


( 10 ) - 2 + 3 , 1 + i 


( 10 ) [ 1 ) 3 , 2 , 2 


( 2 } - 3 , 2 , 2 

- 


( 3 ) 


* ----- 
( 4 ) -14 12 , 


} , + 


( 5 ) 


- 3 , 1 , 3 , 3 


( 6 ) + 1/2 , 3 , 3 


( 7 ) 3 , 2 , -1 , - 1 , - 1 

1 . 


( 8 ) 2 , 2 , - 2 , - 2 , - 2 


( 9 ) 2 , 2 , - 4 , - 4 , - 4 


( 10 ) 2 , - 2 , - 1 , - 2 , - 1 , 1 , 1 , 1 


. 


3. சமன்பாட்டின் 
கெழுக்களுக்கும் தீர்வுகளுக்கும் 

உள்ள தொடர்புகள் 


i 


( Relation between the Coefficients 

and roots of equations) 


( 1 ) f ( x ) aon + a * 2-1 

+ 

+ 4 என்ற 
கோவையை எடுத்துக் கொள்வோம் f ( x ) - ன் தீர்வுகள் 
11 , 12 , ... g என்க . அப்பொழுது 


S. 


S 


21 + d2 + ... La 
La dat d , de t ... 
Li Ly L. + 


SH 


. 


Sx = 114.1. 


La 


என்பதைக் குறிக்கும் . 
Lodz 

என்பன f (x ) - ன் தீர்வுகளாதலால் , 
f ( x ) = a . ( x - - ) ( x -- 2 ) .... ( * d . ) 


- 


- 


0. { xn 


+ s , * - 


+ ( - 1 ) rs, + ... + ( - 1 ) * s. } 
f ( x ) = a x + , x + + - * + a 
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இரண்டிலும் 
மாயின் 


சமப்படிகளின் 


கெழுக்களை ஒப்பிடுவோ 


2 


ஈ 


ar | 


ao su 


ao 2 


as 


do ss 


a , = a ( - 1 ) +, 


In = a . ( - 1 ) r sa 


எனப் பெறப்படும் . 


f ( x ) = ( ) என்ற சமன்பாட்டை a , ஆல் வகுத்து , 


f ( x ) = xn + p . 
+ p . x 7-1 + 1 , x " 

p 7-3 + 
+ ... + pa என 
மானால் , 


எழுதுவோ 


1 


11 


Pl 


S. 


P2 


S, = ( - 1 ) Pr 


Sr = px எனப் பெறப்படும் . 


இவைகளே ஒரு சமன்பாட்டின் கெழுக்களுக்கும் , அதன் 
தீர்வுகளுக்குமுள்ள தொடர்புகளாகும் . 


சமன்பாட்டின் கெழுக்களுக்கும் 


தொடர்புகள் 


55 


( குறிப்பு : மேலே கண்டவற்றிலிருந்து கீழ்க்கண்டவற்றை 
நாம் அறிகின்றோம் . 


( 1 ) கொடுக்கப்பட்ட ஒரு சமன்பாட்டின் தீர்வுகளுக்கும் , 
கெழுக்களுக்குமுள்ள தொடர் பினை எழுதும் முன்பு , அதிகப்படி 
யுள்ள உறுப்பின் கெழு ஒன்றாக இருக்கும் படி மாற்றிக் கொள்ள 
வேண்டும் . 


( 2 ) Sr = i , ... an = pr என்பதிலிருந்து , கொடுக்கப் 
பட்ட சமன் பாட்டின் ஒவ்வொரு தீர்வும் , அச் சமன்பாட்டின் 
தனி உறுப்பால் ( Absolute term or the last term or the constant 
term of an equation ) வகுக்கப்படும் அல்லது தனி உறுப்பின் 
காரணியாகும் . 


( 3 ) சமன்பாட்டின் தீர்வுகளெல்லாம் நேர் எண்ணாயின் 
அச் சமன்பாட்டின் கொழுக்களின் குறி , நேர் , எதிர் என மாறி 
மாறியிருக்கும் . தீர்வுகளெல்லாம் எதிர் எண்ணாயின் , எல்லா 
கெழுக்களும் 

நேர் 

மெய்யெண்களாக இருக்கும் . 


( 4 ) சமன்பாட்டின் தீர்வுகளுக்கும் , கெழுக்களுக்கு 
மிடையே உள்ள தொடர்பைக் கொண்டு மட்டும் தீர்வுகளைக் 
காண முடியாது . தீர்வுகளுக்கிடையேயுள்ள தொடர்புகளையும் 
கொண்டு தான் சமன்பாட்டைத் தீர்க்க இயலும் . இதனைக் கீழ் 
கண்ட எடுத்துகாட்டுகள் விளக்கும் . ) 


எடுத்துக்காட்டு 1 : 

** - 15 x + 71 x --- 105 = 0 என்ற சமன்பாட்டின் தீர்வு 
கள் கூட்டுத் தொடரில் இருப்பின் , சமன் பாட்டைத் தீர் . 


d . 


** -- 15 x " + 71 x - 105 = 0 - ன் தீர்வுகள் 1 - 8 , 
1 + 8 என்க . 


4 


- 


8 + + +8 


11 


15 


3.4 = 15 





( 1 - 8 ) . ( 1 + 8 ) = sg = 105 


( அதாவது ) / ( d " - 8 ) = 105 
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சமன் பாட்டுக் கொள்கை 


12 - 8 = 21 


- 
- 


2 


எனவே , கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டின் தீர்வுகள் 


5 - 2 , 5 , 5 + 2 


அதாவது , 


3 , 5 , 7 ஆகும் . 


எடுத்துக்காட்டு 2 : 


x * – 7 x + 14 x - 8 = 0 என்ற சமன்பாட்டின் தீர்வுகள் 
பெருக்குத் தொடரில் இருப்பின் , தீர்வுகளைக் காண்க . 


x - 7 x " + 14 * - 8 = 0 என்ற சமன்பாட்டின் தீர்வுகள் 


dL 


4 , 48 என்க . 


do 


( 1 ) 


+ 4 + 8 = 1 
+1 us - 8 

, 


( 
2 
) 


( 2 )-லிருந்து , 4 = 8 


4 = 2 


( 1 )-லிருந்து , 8 = 2 


தீர்வுகள் 1 , 2 , 4 ஆகும் . 


நித்துக்காட்டு 3 : 
x " - 28 - 3 x + 4 x - 1 = 0 என்ற சமன்பாட்டின் இரு 

1 
வுகள் 1 , வடிவில் இருக்குமாயின் , தீர்வுகளைக் காண்க . 

dd 


சமன்பாட்டின் கெழுக்களுக்கும் . 


தொடர்புகள் 
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சமன்பாட்டின் தீர்வுகள் , + , B , 7 என்க . 


. 


1 + 


+ + + 6 + Y = 2 


( 1 ) 


** 


. ! + z B + < y + 


B 
Y Y 


+ y + By = -3 


1 + < L ( 3 + y ) + _ ( B + y ) + BY = -3 


( 2 ) 


..By 


-- 


ஃ . 


BY 


- 1 


( 3 ) 


( 2 ) , ( 3 )- லிருந்து , 


1 + ( + ) (B + y ) - 1 = - 3 


.. 


( a + 1 ) ( B + Y = 


- 3 


4+ 1 = ? 


L 


} 


என்க . 


B + Y = 4 


ஃ . 


- 3 


* 


p + 4 = 2 [ ( 1 )-லிருந்து ) 


( p - q ) " = ( p + q ) - 4 p q 


4 + 12 

12 = 16 


ஃ p - q = 4 


. 


2p = 6 , p = 3 , 4 = – ! 
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சமன்பாட்டுக் கொள்கை 


4 = -1 என்பதிலிருந்து , 


B + Y = - 1 


BY 


= -- 1 [ ( 2 )-லிருந்து ] 


ஃ ( B - Y ) = 5 , ( B - Y ) = 15 


15 


- 1 


.. 


2 s = 15 - 1 , B 


2 . 


Y 


( 45+ 1 ) 

2 


P = 3 என்பதிலிருந்து , 


. 


L ++ 


1 
d 


* 


3 


4 + 1 = 3 4 


* 4 = 2 + y - 4 - 31 " 


தீர்வுகள் 


3 , 15 , 3 - 13, 15- 1, - ( + 


ஆகும் . 


எடுத்துக்காட்டு 4 : 

6x " ~ 11x + 6x - 1 = () என்ற சமன்பாட்டின் தீர்வுகள் 
இசைத் தொடரில் இருக்குமாயின் , தீர்வுகளைக் காண்க . 


11x 


+ 6x 


-1 


0 


என்ற 


சமன் பாட்டின் 


6x 
தீர்வுகள் 


1 1 

1 

என்க . 
- + 8 


1 


1 


1 


1 
LL 


I 


8 


It 
+.8 . 


6 


சமன் பாட்டின் கெழுக்களுக்கும் ....... தொடர்புகள் 
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1 
1 - 182 


1 : 


( 1 ) 


- ! 
- + + + + - 
* 1- - 1 
IT - s) + 1 + - 


( 
2 
) 


+ 


+ 


1 


and 


1 


3 


( 3 ) 


1 


( 3 ) 


( 1 ) -லிருந்து , 


1 
3 ol 


- 1 


1 
6 


ஃ 


1 = 2 , 8 = + 1 


. 


8 = 1 அல்லது 8 1 எனக் கொண்டால் , கொடுக்கப் 
பட்ட சமன்பாட்டின் தீர்வுகள் 


1 , 1/2 , 1/3 ஆகும் . 


எடுத்துக்காட்டு 5 : 


x - 12 x + 20 x + 96 = 0 என்ற சமன்பாட்டின் தீர்வு 
களில் இரண்டு 3 : 4 என்ற விகிதத்தில் உள்ளன . 

சமன் 
பாட்டைத் தீர் . 


கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டின் நிபந்தனைக்குத் தகுந்த 
வாறு , சமன் பாட்டின் தீர்வுகள் 3 , 4 , B என்க . 


: 34 + 4 + B = 12 


B + 7 d = 12 


( 1 ) 


34.40 + 31. B + 40. B = 20 
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சமன்பாட்டுக் கொள்கை 


( 2 ) 


12 13 + 71B = 20 
31.4 4. B 12 13 


96 


di BB 


( 3 ) ] 


( 1 ) - லிருந்து , 

B = 12 -7 


.. 


( 2 )-லிருந்து , 


- 37 4 + 841 - 20 = 0 


10 
. 4 = 2 அல்லது 

37 


10 

சமன்பாட்டின் தீர்வாகாதாகையால் , 
37 


= 2 எனக் கொள்வோம் . B 


- 2 . 


.. 


சமன்பாட்டின் தீர்வுகள் 6 , 8 , - 2 ஆகும் .. 


எடுத்துக்காட்டு 6 : 


** + 3ax2 + 3 bx + c = 0 என்ற சமன் பாட்டின் தீர்வு 
கள் ஓர் இசைத் தொடரில் அமையுமானால் , 


2 b = c ( 3 b c - c ) என நிறுவுக . 


சமன்பாட்டின் தீர்வுகள் 1 , B , y என்க . 


: . கொடுக்கப்பட்ட நிபந்தனையின் படி 


3 - 4+ } 


.. 2 dy 


By + B L 


.. 


3 d y = By + B d t dy 


I 


ஆனால் , 


4 + p + Y = - 3a 


( 1 ) 


.... தொடர்புகள் 
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சமன்பாட்டின் கெழுக்களுக்கும் 

ds + Ly + By = 3 b 


& By 


( 2 ) 
( 3 ) 


- C 


]-லிருத்து , 

3 y = 35 


dy = b 
( 3 )-லிருந்து , 


B 


- * 


( 2 ) -லிருந்து , 
dB + B y = 3b - doy 

B ( + y ) = 3b - b = 2 5 


4 + Y 


- * [ : B -- ] 


... 



( 5 ) 


( 1 ) , ( 5 )-லிருந்து , 


26 


B 


- 34 + 


( 6 ) 


( 4 ) , ( 6 )-லிருந்து , 


2 52 


- + -- 34 + 2 


C 


-- 


ஃ 

3a b c + 6 * 
. 2 b = 6 ( 3a b - c ) 
எடுத்துக்காட்டு 7 : 

18 x * + 81 x + 121 x + 60 = 0 - ன் ஒரு தீர்வு மற்ற 
ரண்டு தீர்வுகளின் சராசரிக்குச் சமமாயின் , அத் தீர்வுகளைக் 
காண்க . 
சமன் பாட்டின் தீர்வுகள் 4 , B , y ஆயின் , 

B + Y 
d 

2 


11 


* 4 tv - ( ° + ) By = - * 


10 
3 


( 1 ) 
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சமன்பாட்டுக் கொள்கை 


B + y + B + Y 


d + B ty 


-- 


2 


3 
2 ) 


-- 


( B + y ) 


9 


படி 


81 
18 


- 


-- 


2 


ஃ ( B + y ) = - 3 


( 
2 
) 


( 2 ) ஐ , ( 1 ) -ல் பிரதியிட 


3 


10 


| 


BY 


--- 


NI 


-- 


1 


3 


ஃ BY 


= 


20 
9 


(B_y) = ( B + y ) 


4GY 


தக 


1 


9 


80 
9 


* 


|| 


ஃ . B - y = 1/3 


B 


B + Y 


3 


B 


-- 


4/3 , 


5/3 , 


di 


3/2 


4/3 , - 5/3 


கொடுத்துள்ள 


சமன் 


ஆகவே 

3/2 , 
பாட்டின் தீர்வுகளாகும் . 


எடுத்துக்காட்டு 8 : 

x + p x3 + qx " + rx + = 0 என்ற , சமன்பாட்டில் இத் 
தீர்வுகளின் கூட்டுத் தொகை மற்ற இரு தீர்வுகளின் ... கூட்டுத் 
தொகைக்குச் சமமாயின் , 


சமன் பாட்டின் கெழுக்களுக்கும் 


தொடர்புகள் 
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p3 + 3r 


4pq என நிறுவு க . 


கொடுத்துள்ள நிபந்தனையின் படி , 
பாட்டின் தீர்வாயின் , 


, B , Y , 8 சமன் 


+ B = Y + 8 ஆகும் . 


இங்கு 


1 + B + y + 8 = -p 


+ p = Y + 8 ஆதலால் , 


2 ( d + B ) = -p 


1 + B = Y + d = - 

2 


- 2 


மக 


( 1 ) 


yzB = g 


( அதாவது ) 


B + ( + B ) ( y + 8 ) + y8 


19 


LB + 4 +38 = 4 [ (1) லிருந்து ) 

2 


ஃ . AB + y8 = q - 


p 


(2 ) 


ΣαβY 


7 


( அதாவது ) 


B (y + 8 ) + y8 ( + B ) 


( d B + y8 ) ( + B ) 


T 


.. 


( B + yB ) ( -p ) 


r1 


2r 


. 


J B + Y 8 = 


... ( 3 ) 


P 


( 2 ) , ( 3 ) -லிருந்து , 
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2-4- " 


p + 8r = 4pg 


பயிற்சி 


( 1 ) பின்வரும் சமன்பாடுகளின் தீர்வு காண்க : 


1. கீழே கொடுக்கப்பட்டுள்ள சமன்பாடுகளின் தீர்வுகள் 
கூட்டுத் தொடரில் உள்ளன . 


( 1 ) 2x -3 + 11x +6 = 0 


( 2 ) x - 9x " + 26x --24 = ( ) 


( 3 ) x + 2x " - 21x --22 : +40 = 0 


( 4) 9x - 273 " + 23x - 5 = 0 


II . கீழே கொடுக்கப்பட்டுள்ள சமன் பாடுகளின் தீர்வுகள் 
இசைத் தொடரில் உள்ளன . 


( 1 ) 6x -11x + 6x --1 = 0 


( 2 ) 6 * - 11x -3x +2 = 0 


( 3 ) 81x - 18x " - 36x + 8 = 0 

+ 


III . கீழே கொடுக்கப்பட்டுள்ள சமன்பாடுகளின் தீர்வு 
கள் பெருக்குத் தொடரில் உள்ளன . 


( 1 ) 27x + 42x - 28x-- 8 = 10 


( 2 ) x 


19x " + 114x --216 


0 


( 3 ) 273 - 195x + 494x " -- 520x +192 = 0 


( 2 ) 3x - 13x + 28 * - 23x +6 = () என்ற சமன் பாட்டின் 
தீர்வுகளில் இரண்டின் பெருக்குத் தொகையைப் போல் மூன்று 
மடங்காயின் , தீர்வுகளைக் காண்க . 


தொடர்புகள் 
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சமன்பாட்டின் கெழுக்களுக்கும் 


( 3 ) 36x8 

45.x - 22 : +24 0 என்ற சமன்பாட்டின் 
தீர்வுகளில் ஒன்று மற்றொன்றைப் போல இரு மடங்காயின் 
தீர்வுகள் காண்க . 


( 4 ) 4x - 16x8 + ax + bx -7 = 0.ன் தீர்வுகளின் கூட்டுத் 
தொகை பூச்சியமானால் , தீர்வுகள் காண்க . 


( 5 ) 2x -- 15x - 25x " + 124x +96 = 0 - ன் இரு தீர்வுகளுக் 
குள்ள வேறுபாடு 5 எனின் தீர்வுகள் காண்க . 


( 6 ) 6x - 11 : * + 11x " - 5x +2 = 0 - ன் இரு தீர்வுகளின் 
பெருக்குத் தொகை ஒன்றெனின் ( 1 ) , தீர்வுகள் காண்க . 


( 7 ) 3x " -25x 3 + 50x " - 50x +12 = 0 - ன் இரு தீர்வுகளின் 
பெருக்குத் தொகை 2 எனின் , தீர்வுகள் காண்க . 


( 8 ) x --9x " + 14x +24 = 0 - ன் இரு தீர்வுகள் 3 : 2 என்ற 
விகிதத்தில் இருப்பின் தீர்வுகள் காண்க . 


( 9 ) x * + qx + r = 0 என்ற சமன்பாட்டில் 343r + 36q * 0 
என்ற தொடர்புண்டு . அச் சமன்பாட்டின் தீர்வுகளில் ஒன்று 
மற்றொன்றைப் போல் இரு மடங்கு என நிறுவுக . 


* - 7x + 6 = 0 - க்கு மேற் கூறிய நிபந்தனை பொருந்து 
மென நிறுவி , அதன் தீர்வுகளைக் காண்க . 


( 10 ) x " > + 3px "> + 3qx + r 0 - ன் தீர்வுகள் கூட்டுத் 
தொடரில் இருப்பதற்கான நிபந்தனை pr ஏ என நிறுவுக . 


( 11 ) x + px " + qx + rx +5 = 0 - ன் இரு தீர்வுகளின் 
பெருக்குத் தொகை மற்ற இரு தீர்வுகளின் பெருக்குத் 
தொகைக்குச் சமமானால் , sp = r " என நிறுவுக . 


பெருக்குத் 


( 12 ) ax + bx + cx + d = 0 - ன் தீர்வுகள் 
தொடரில் இருப்பின் , ca = bad என நிறுவுக . 


( 13 ) x + px " + qx + r = 0 என்ற சமன்பாட்டின் தீர்வுகள் 
ஒரு கூட்டுத் தொடரில் இருப்பின் , 2p3 + 27r 9pq என 
நிறுவுக . 


பை 


5 
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( 14 ) ** + px * + qx + rx + s = 0 - ன் தீர்வுகள் அளவில் சம 
மாயும் , குறியில் மாறுபட்டுமிருப்பின் 7 + p s pqr 
நிறுவுக . 


என 


( 15 ) x + px + qx " + rx +5 = 0 - ன் தீர்வுகள் .. , B , Y , 8 . 
இதில் 13 + y8 = 0 ஆனால் , s + r " 4qs என நிறுவுக . 
இதன் மறுதலையையும் நிறுவுக . 


( 16) aox + a , x + azr + agr + a , = 0 - ன் தீர்வுகள் கூட்டுத் 
தொடரில் இருப்பதற்கான நிபந்தனை 3a1 + 16a , aiaz - 641, a, a , 
+256 ata , = 0 என நிறுவுக . 


( 17 ) ax + 4bx + 6cx + 4dx +8 = 0 என்ற சமன்பாட்டிற்கு 
இரு இணையான சமமான தீர்வுகள் இருப்பதற்கான நிபந்தனை 

3abc = ad + 2b ", tb = ad என நிறுவுக . 


( 18 ) x -3px + 3qx - 1 = 0 - ன் தீர்வுகளில் இரண்டு சம 
மாயின் , மற்றொன்று 
3p * - 4pq + r 

என நிறுவுக . 
P - 9 


( 19 ) x + 4ax : + 65x + c = 0- ன் 

மூன்று 

தீர்வுகள் 
சமமாயின் , 3a = 45 , 27a1 + 16 = 0 என நிறுவுக . 


( 20 ) x + ax + 65x " + cx + d = 0 - ன் மூன்று தீர்வுகள் 
சமமாயின் அவை ஒவ்வொன்றும் 


бе 


ab 


3d = 8z -க்குச் சமம் என நிறுவுக . 


T 


( 21 ) ax + 3be" + 3cx + d = 0 - ன் தீர்வுகள் , B , y 
எனில் , 

a " ( +1 ) ( B + 1 ) ( Y + 1 ) ( a - 3c ) + ( 35 - d ) என 
நிறுவுக . 

( 22 ) 0 , A , B , C என்ற நான்கு புள்ளிகள் ஒரு நேர் 
கோட்டில் உள்ளன . 0 - விலிருந்து , A , B , C- ன் தூரங்கள் 
ax3 + bx " + cx + d = 0 என்ற சமன்பாட்டின் தீர்வுகள் . B , 
AC- ன் மையப் புள்ளியாயின் , 

a d - 3abc +258 = 0 
என நிறுவுக . 
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விடை 


I ( 1 ) -2 , , 3 . 


( 2 ) 2 , 3 , 4 . 


- 


( 3 ) --5 , -2 , 1 , 4. ( 4 ) + , 1 , ! . 


II ( 1 ) 1 , } , 3 . 


( 2 ) - } , 2 , } 


(( 3 ) 2 , 1 , ----- 


III ( 1 ) -2 , , - . ( 2 ) 4 , 6 , 9 . 


( 3 ) * , 4 , 2 , 3 . 


( 2 ) 3 , 1 , 2 , 3 ; 


( 3 ) ! , , -- 


( 4 ) a = 4 அல்லது - 3 , b = 24 அல்லது 


296 
9 


. 


( 5 ) + N3 , 1 + i 16 


* 


( 6 ) 8,3 , --7 , 117 
( 7 ) 34 117 ; 1 


1+ 117 

2 . 


( 8 ) 6, 1 , 1 + i 


( 9 ) 6 , 4 , -1 


( 10 ) 1 , 2 , - 3 . 


4. சமன்பாடுகளின் மாற்றமைப்புகள் 

( Transformation of Equations ) 


மையை 


கொடுக்கப்பட்ட ஒரு சமன்பாட்டின் தீர்வுகளின் தன் 

எளிதாக அறிய முடியவில்லையானால் , அச் சமன் 
பாட்டை மாற்றியமைப்பதினால் சில சமயங்களில் தீர்வுகளின் 
தன்மையை அறிய முடிகின்றது . இங்குச் சமன்பாடுகளின் 
மாற்றமைப்பு முறைகளில் சிலவற்றைக் காண்போம் . 


f ( x ) = 0 என்ற சமன்பாட்டின் தீர்வுகள் - .,, 12 , .......... 
எனின் , P ( d ) , P ( 2 ) ...... p ( s ) என்பனவற்றைத் தீர்வு 
களாகக் கொண்ட சமன்பாட்டைக் காண்பதே கொடுக்கப்பட்ட 
சமன்பாட்டின் மாற்றமைப்பு எனப்படும் . 


( 1 ) குறிமாற்றிய தீர்வுகளைக் கொண்ட சமன்பாட்டைக் 
காணல் ( To find the transformation of an equation into 
another having roots equal in magnitude but opposite in sign . ) 

f ( x ) = x + aqxt - 1 + ......... + an - 0 என்ற சமன்பாட்டின் 
தீர்வுகள் 11 , 1 ,, ...... dr என்க . இங்கு நாம் , - ,, - ,, 
...... dn இவற்றினைத் தீர்வுகளாகக் கொண்ட சமன்பாட்டினைக் 
காண வேண்டும் . 

- 
f ( x ) = ( x - 4 , ) ( x - 2)...... ( x 4.) 

an + ay xn - 1 + ......... + an 
இங்கு x = - ) எனப்பிர தியிட 
f ( - y ) = ( - 1 ) " ( y + , ) ( y + d . , ) ....... ( y + n ) 

= ( -1 ) ^ { yr - a , yn - 1 + azyn - " ...... + an } 
இங்கு 1 ஒற்றைப்படை எண்ணாகவோ அல்லது இரட் 
டைப்படை எண்ணாகவோ இருக்கலாம் . 


சமன்பாடுகளின் மாற்றமைப்புகள் 
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எனவே , 


F 


( - 1 ) " ( + 1 ) ( 3 + 2 )... ( ) + am) = 0 என்ற சமன் 
பாட்டின் தீர்வுகள் - 1 , - . ,, ... - un ஆகும் . 
ஃ f ( - ) ) = 0 என்பது நமக்கு வேண்டும் சமன்பாடாகும் . 

. 
இதிலிருந்து நாம் அறிவது யாதெனின் , கொடுக்கப்பட்ட 
சமன்பாடு , 
x + al xn - 1 ..... + a x + r = 

0 ஆயின் , குறிமாற் 
றிய தீர்வுகளைக் கொண்ட சமன்பாடு 


al xn - 1 + ............. 


+ { - 1 ) nan = 0 


ஆகும் என்பதாகும் , எனவே குறிமாற்றிய தீர்வுகளைக் 
கொண்ட சமன்பாடு அமைக்க , சமன் பாட்டின் உறுப்பு 
களுக்கு ஒன்றுவிட்டு ஒன்று குறிமாற்றி அமைத்தால் போது 
மானது . இடையில் ஏதேனும் விட்டுப்போன படிகளுக்குரிய 
உறுப்புகளுக்கு 0 கெழு இருப்பதாகக்கொண்டு குறிமாற் 
இறம் செய்யவேண்டும் . 


( 2 ) சமன்பாட்டின் தீர்வுகளைப்போல் K மடங்கு உள்ள 
தீர்வுகளைக் கொண்ட சமன்பாடு காணல் ( To transform an 
equation to another whose roots are k times the roots of the 
given.equation . ) 


டா 


- r 


கா 


f ( x ) x + a , xn + ........ + an- x + an 

0 

என்ற சமன் 
பாட்டின் தீர்வுகள் .. ,, 2 , ..... n என்க . இங்கு kol ,, kol ..... 
kda இவற்றினைத் தீர்வுகளாகக் கொண்ட சமன்பாட்டினைக் 
காணவேண்டும் . 


.. ) 


| 


f ( x ) = ( x - 1 ) ( x - . ,) ......... ( x 
இங்கு x = J / k எனப் பிரதியிட , 


f ( k ) = ( 2 - 4 ) ( - 4 , ) ... ( 1 - 4. ) 


எனப் பெறப்படும் . 


அதாவது , 


( 2 ) - ( ? ) + + (+ )" .... 


+ ...... + as 


7G 


சமன் பாட்டுக் கொள்கை 


= ( - - 4 , ) ( : - 4:)-- (- - ... ) 


இரு பக்கங்களையும் kr ஆல் பெருக்கினால் , 


in + a kyr - 1 + 


+ an - 1 kn - 1 x + ankr 


= ( ) - k d ., ) ( y- k 2 ) ... ( y - k dan ) 


எனப் பெறப்படும் . 


அதாவது , 


yr + a | kyn - 1 + a , k " y ? + ... + an kr = (0) என்ற சமன் 
பாட்டின் " தீர்வுகள் k ,, k 22 ... k .. என அறிகின்றோம் . 


எனவே , கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டின் தீர்வுகளைப் 
போல் k மடங்கு உள்ள தீர்வுகள் கொண்ட சமன்பாடு காண 
கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டின் உறுப்புகளை வரிசையாக 
( Successively ) முறையே 1 , k , k " , ... An ஆல் பெருக்கினால் 
போதுமானது . 


டர் ஆயின் 


( 3 ) f ( x ) = 0 என்ற சமன்பாட்டின் தீர்வுகள் 01 , 2 ... 

1 * 
Li 

இவற்றினைத் தீர்வுகளாகக் 

- 
கொண்ட சமன்பாட்டினைக் காணல் ( To find the equation 
whose roots are reciprocal}to the roots of the given equation ) 


d , 


. 


f ( x ) = xn + a1 xn - 1 + ( , x- re . + an 


( x - 1 ) ( x 


1 , ) 


( x - n ) ஆகும் . 


இங்கு x = எனப் பிரதியிட 


} 
r( H ) - ( + -4 ) ( " -4, ... ( -4 ) 


எனப் பெறப்படும் . 


அதாவது , 


" f (9 ) 


= ] + a + a , " + ....... + as an 


சமன்பாடுகளின் மாற்றமைப்புகள் 


71 


= ( 1- ) ) ( 1 - y ol , ) ... 
எனப் பெறப்படும் . 


( 1- ) on ) 


1 


1 1 
எனவே , 

1. 
களாகக் கொண்ட சமன்பாடு . 


என்பவற்றைத் தீர்வு 


don 


2 


aran + and + yn- + ....... + a , y + 1 = 0 ஆகும் . 


எனவே 

கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டிலிருந்து , இங்கு 
நமக்கு வேண்டிய சமன்பாட்டைப் 

பெற , சமன்பாட்டின் 
கெழுக்களைத் தலைகீழ் வரிசையில் எழுதிப் பெறலாம் என 
அறிகின்றோம் . 


எடுத்துக்காட்டு 1 : 

x5 + 73 + 7x * – 8 x " + x + 1 = () என்ற சமன்பாட்டின் 
தீர்வுகளின் குறிமாற்றிய எண்களைத் தீர்வுகளாகக் கொண்ட 
சமன்பாடு காண்க 


தேற்றம் 4-1- ன் 

படி , 

சமன்பாட்டின் உறுப்புகளுக்கு 
ஒன்று விட்டு ஒன்று குறிமாற்றி அமைத்தலின் மூலம் வேண்டிய 
சமன்பாட்டினைப் பெறலாம் . எனவே , இங்கு நமக்கு வேண்டிய 
சமன்பாடு , 


x - 7 x + 7 x 3 + 8 x " + x - 1 = 0 ஆகும் . 


எடுத்துக்காட்டு 2 : 

x + 3 : * + x8 - x + 7 x + 2 = 0 என்ற சமன்பாட்டின் 
தீர்வுகளின் குறிமாற்றிய எண்களைத் தீர்வுகளாகக்கொண்ட 
சமன்பாட்டினைக் காண்க . 


இங்குக் கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டினை 


என 


* 1 + 0 • x ° + x " + 0x + x * - * + 7 x + 2 = 0 
எழுதலாம் . இப்பொழுது தேற்றம் 5-1- னினைப் பயன்படுத் 
தினால் , வேண்டிய சமன்பாடு கிடைக்கும் . 


எனவே , நமக்கு வேண்டிய சமன் பாடு 


x + 3x " + * + x + 7x - 2 = 0 ஆகும் . 
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சமன்பாட்டுக் கொள்கை 


எடுத்துக்காட்டு 3 : 

3x - 4 x + 4 x " - 2 x + 1 = 0 என்ற சமன்பாட்டிலி 
ருந்து , -ன் ஒன்றாகக்கொண்ட மாற்றிய 

சமன் 
பாட்டைக் காண்க . 


கெழு 


இங்குக் கொடுக்கப்பட்ட சமன் பாட்டின் தீர்வுகளின் 
3 மடங்கு உள்ள தீர்வுகளின் சமன்பாட்டினைக் காண்போம் . 
தேற்றம் 5-2 - ன் படி , நமக்கு வேண்டிய சமன்பாடு , 


3 - 3 • 4 x + 3.4 x " - 38.2 x + 3 * = 0 ஆகும் , 


அதாவது , 


என்பது 


x - 4 x + 12 x " - 18 x + 27 = 0 
தேவையான சமன்பாடாகும் , 


நமக்குத் 


(( குறிப்பு : கொடுக்கப்பட்ட சமன் பாட்டின் -ன் கெழு 
3 ஆகையால் , வேண்டிய சமன்பாட்டினைப் பெற , தீர்வுகளின் 
3 மடங்கு உள்ள தீர்வுகளின் சமன்பாட்டை எடுத்துக்கொண் 
டோம் . ) 


- 


எடுத்துக்காட்டு 4 : 
5 5 

13 
xt 

= 0 என்ற சமன்பாட்டில் 
6 12 

900 
உள்ள பின்ன கெழுக்களை நீக்கி மாற்றிய சமன்பாட்டினைக் 
காண்க . 


* 3 + 


* 2 


கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டின் தீர்வுகளின் m மடங்கு 
உள்ள தீர்வுகளாலான சமன்பாடு 


5 


m 13 + 


5 
12 


m2 x 


13 
900 


= 0 ஆகும் . 


6 


அதாவது , 


25 


m . 


x + 


375 
30 


m x 2 


m4 


13 
302 


= 0 ஆகும் . 


30 


எனவே m = 30 எனக் கொள்வோமாயின் , மாற்றியமைக் 
கப்பட்ட சமன்பாடு நமக்குத் தேவையான சமன்பாடாகும் . 


ON 


* . * - 25 x + 375 x 


- 11700 = 0 ஆகும் . 
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பயிற்சி 


( 1 ) xº - 3 x ° = 4 x ^ + 13 x + 1 x + 5 x – 3 = 0-65T 
தீர்வுகளின் குறிமாற்றிய எண்களைத் தீர்வுகளாகக்கொண்ட 
சமன்பாடு காண்க . 


- 


( 2 ) 813 18 12 

36. + 8 

0 - ன் தீர்வுகள் இசைத் 
தொடரில் உள்ளன . தீர்வுகள் கூட்டுத் தொடரிலும் x " - ன் 
கெழு 

ஒன்றாகவும் மாற்றியமைக்கப்பட்ட சமன் பாட்டைக் 
காண்க . 


( குறிப்பு : 1 / a , 1/5 , 1 / c என்பன இசைத் தொடரில் 
இருக்குமானால் , a , 6 , கூட்டுத் தொடரில் அமையும் என் 
பதைப் பயன்படுத்தவும் . ] 


G 


( 3 ) கீழே கொடுக்கப்பட்டுள்ள சமன்பாடுகளில் உள்ள 
பின்ன கெழுக்களை மாற்றிய சமன்பாட்டைக் காண்க : 


2 


( i ) : 


1 / 2x " + 


3 


* - 1 


( ii ) * 


5 
2 


* 


+2 


7 

x + 
18 


1 
108 


1 


1 


( iii ) x * + 


+ 


1 . 
16 


1 
72 


5 

7 . 
( 4 ) 3 * 

" + x 

6 
ஒன்றாக இருக்கும்படியான 
பாட்டைக் காண்க . 


7 
x + 

= 0 - ல் x- ன் கெழு 

18 
மாற்றியமைக்கப்பட்ட 


சமன் 


( 5 ) J , B , Y , 8 ஐத் தீர்வுகளாகக் கொண்ட சமன்பாடு 

1 1 1 1 
x - 3 x + 2 x + 1 = 0 எனின் , 18 

ஐத் தீர்வு 
Y 

8 
களாகக் கொண்ட சமன்பாட்டைக் காண்க . 


> 


2 


இடை 


( 1 ) x + 3 : " - 4 * - 13 x 8 + 7 x " -- 5x - 3 = 0 . 


( 2 ) x * - 9x - 9 x + 81 = 0 


9 
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சமன்பாட்டுக் கொள்கை 


( 3 ) ( i) x * - 3 x + 24 x - 216 = 0 


(ii ) x3 – 15x" - 14 x + 2 = 0 


( iii ) 38 + 3 x " - 9 x + 24 = 0 


( 4 ) x 


- 5 x + 14 x " - 72 x + 168 = 0 


( 5 ) x + 2 x3 – 3x + 1 = 0 . 


( 4 ) கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டின் தீர்வுகள் 1 , ,, ... 
... .. எனில் , d , + h , d.2 + h , ... ol + h இவற்றைத் தீர்வு 
களாகக் கொண்ட மாற்றியமைக்கப்பட்ட சமன்பாட்டைக் 


காணல் . 


f ( x ) = a x + a1 x - 1 + ....... + an = 0 என்பது கொடுக் 
கப்பட்ட சமன்பாடு என்க . இதன் தீர்வுகள் 1 , ,, ... 
... என்க . நாம் 1 - h , 12 - h , ... Ln - h இவற்றைத் 
தீர்வுகளாகக் கொண்ட சமன் பாட்டைக் காணவேண்டும் . 


f ( x ) = 0 -ல் 


x = y + h எனப் பிரதியிட , 


f ( y + h ) = a ( y + h - . , ) ( y + h - dz ) ..... ( + h - d . ) 


எனப் பெறப்படும் . 


இங்கு 1 = 4 , - h ( r = 1 , 2 , ... n ) எனப் 

பிரதியிட , 
f ( y + h ) = () ஆகும் . எனவே f ( x ) = 0 - ன் தீர்வுகள் ,, ,, ... 
4. எனின் , , - h , d.- h , ... ln - h இவற்றைத் தீர்வு 
களாகக் கொண்ட சமன் பாட்டைப் பெற , f ( x ) = 0 என்பதில் 
x = y + h எனப் பிரதியிட்டுப் பெறலாம் . 


எனவே மாற்றியமைக்கப்பட்ட சமன்பாடு 
as y + h ) r + a , ( y + h } n - 1 - | - a , ( y + h ) n = + ...... + ax = 0 ... ( 1 ) 

சமன்பாடு 1 ஐ 


Pyr + P , yrs1 + ....... + P.- y + P. = 0 


- ( 2 ) 


என எழுதலாம் . 


சமன்பாடுகளின் மாற்றமைப்புகள் 
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. 


இங்கு P. , P1 ...... Pp என்பன a ,, ay ... an- ன் சார்புகளாகும் . 


y = x -- h . எனவே சமன்பாடு 2 ஐ 


- 


.. ( 3 ) 


P. ( x - h ) r + P1 ( x -- h ) r - 1 + ... + P. = 0 
என எழுதலாம் . 


சமன்பாடு ( 1 ) -ம் , ( 3 ) -ம் முற்றொருமைகளாதலால் , 


P. , P ,, ... P. இவற்றை எளிதில் காணலாம் . 


P. = a ) என்பது தெளிவு . 


சமன்பாடு ( 3 ) ஐ ( x - h ) ஆல் வகுக்க , 


P. ( x -- h ) -1 + P , ( x - h ) .--" + 

h ) - " + ... + P. 
என் பது ஈவாகவும் , P. மீதியாகவும் காணப்படும் . 

காணப்படும் . எனவே 
P. ஐப் பெறலாம் . 


+ P. - 1 ஐ ( x -- h ) ஆல் 


மறுபடியும் , P. ( x -- h ) - + 
வகுக்க , 


+ Pa - 2 


என்பது 


P. . ( x -- h ) " - + P , ( x - ) - + ... ... 
ஈவாகவும் , P.- | மீதியாகவும் பெறப்படும் , 


இதே முறையைத் தொடர்ந்து செயல்படுத்தினால் , 
கெழுக்கள் P. , P2 , ... P. ஐப் பெறலாம் . எனவே , மாற்றியமைக் 
கப்பட்ட சமன்பாடு P. y + P , 1 + ...... + Pa = 0 ஐப் பெற 
லாம் . 


( குறிப்பு : கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டின் தீர்வுகளுக்கு 
h அதிகமாக தீர்வுகளுள்ள சமன் பாட்டினைக் காண , 

சமன் 
பாட்டின் தீர்வுகளுக்கு ( - h ) ) குறைவான தீர்வுகளுள்ள 
சமன்பாடு காணவேண்டும் . இங்கு நாம் ) 

இங்கு நாம் ) = x + அல்லது 
x = y -- h எனப் பிரதியிடவேண்டும் . ) 


5 . 


பிறிதொருமுறை 


இம்முறை டெய்லர் தேற்றத்தைத் தழுவியதாகும் . 


அதா வது 
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சமன்பாட்டுக் கொள்கை 


f ( x + h ) = f ( h ) + 1 f ( h ) + 


f " ( h ) + .. 


2 ! 


+ * f " ( h ) 


- 


என்பதிலிருந்து கெழுக்களைக் காணும் முறையாகும் . இங்கு 
ஒவ்வொன்றின் வகைக் கெழு கண்டு , பின்பு மாற்றியமைக்கப் 
பட்ட சமன்பாடுகளின் கெழுக்களைக் காணவேண்டும் . இம் 
முறை சிறிது கடினமானதால் , முதல் முறையையே பின்பற்று 
வோம் . இம் முறையையும் , முதல் முறையையும் கீழ்க்கண்ட 
எடுத்துக்காட்டுக்களின் மூலம் அறியலாம் . 


எடுத்துக்காட்டு : 1 . 

x - 12 x + 17 x + 7 = ) -ன் தீர்வுகளை விட இரண்டு 
அதிகமாக உள்ள தீர்வுகள் கொண்ட சமன்பாடு காண்க . 


f ( x ) = x - 12 ** + 17 * " + 7 


f1 ( x ) = 4 x * = 36 x " + 34 : 


f " ( x) = 12 x 


72 x + 34 


f ( x ) = 24 x - 72 


பொன 


24 


( 1 ( - 2 ) = 4 ( - 2 ) - 36 ( - 2 ) 2 + 34 ( - 2 ) 


= 


32 - 144 - 68 


244 


f ( - 2 ) = 12 ( - 2 ) " - 72 ( -2) + 34 


48 + 144 + 34 


= 226 


f * ( – 2 ) = 24 ( - 2 ) - 72 = - 120 
f ( – 2 ) = 24 . 


? 


சமன்பாடுகளின் மாற்றமைப்புகள் 


17 


f ( - 2 ) = { - 2 ) * - 12 ( - 2 ) + 17 ( - 2 ) " + 7 


* 16 + 96 --- 68 + 7 


187 


ஃ f ( ) - 2 ) = f{ - 2 ) + + ( -2 ) + 2 + ( -2 ) 

+ * / ( -1 ) + * / ( -2) 

244 , + 22 , 
+ ( = } } / * + 2 > 


187 


- 


14 


= } - 20 y " + 113 y" - 244 ) + 187 


எனவே மாற்றியமைக்கப்பட்ட சமன்பாடு 


x - 20 x + 113 x " - 244 x + 187 = 0 ஆகும் .. 


எடுத்துக் காட்டு 2 : 


x * - 5x " + 7 : * - 4 x + 5 = 0 என்ற சமன் பாட்டின் 
தீர்வுகளை விட இரண்டு குறைவாக உள்ள தீர்வுகளைக் கொண்ட 
சமன்பாட்டைக் காண்க . 


மாற்றியமைக்கப்பட்ட சமன் பாட்டின் கெழுக்கள் , கொடுக் 
கப்பட்ட சமன்பாட்டை ( x --- 2 ) ஆல் வகுத்துப் பெறப்படும் 
மீதிக்குச் சமம் என நாம் அறிவோம் . 


முதலில் 


** --- 5 x + 7x " - 4 x + 5 ஐ ( x - 2 ) ஆல் வகுக்க , 


18 


சமன் பாட்டுக் கொள்ளை 


2 


1 


- 5 


7 


- 4 


5 


2 


- 6 


2 


1 


3 


1 


- 2 


1 


ஈவு : x " - 3 x + x -- 2 ; மீதி | எனப் பெறப்படும் . 


மறுபடியும் x " - 32 * + x - 2 ஐ ( x - 2 ) ஆல் வகுக்க , 


2 


| 


- 3 


1 


- 2 


2 


- 2 


- 2 


1 


- 1 


- 1 


- 


ஈவு : * 


x * - x - 1 ; மீதி - 4 எனப் பெறப்படும் . 


x " - x - 1 ஐ ( x - 2 ) ஆல் வகுக்க , 


2 . 


1 


1 


2 


2 


1 


| 


ஈவு : x + 1 ; மீதி , 1 எனப் பெறப்படும் . 


x + 1 ஐ ( x - 2 ) ஆல் வகுக்க , 


1 


2 1 1 1 


1 


2 


13 


இங்கு மீதி , 


சமன்பாடுகளின் மாற்றமைப்புகள் 
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எனவே மாற்றியமைக்கப்பட்ட சமன்பாட்டின் கெழுக்கள் 
1 , 3 , 1 , -4 ; 1 ஆகும் . 


எனவே , மாற்றியமைக்கப்பட்ட சமன்பாடு 


x * + 3 : 3 + x - 4 : + 1 = 0 ஆகும் . 


மேலே செயல் படுத்தியதைக் கீழ்க் கண்டவாறு காணலாம் . 
இம் முறையையே நாம் பொதுவாகப் பின் பற்றுவோம் . 


2 


1 


7 


- 4 


5 


0 


2 


2 - 4 


1 


1 -2 


1 


O 


2 


-2 -2 


1 


-1 


--- 


0 


2 


2 


1 


1 


1 


1 


0 


2 


1 


3 


O 


I 


எடுத்துக்காட்டு 3 : 


** +7 = ()-ன் தீர்வுகளுக்கு ஒன்று அதிகமாகத் தீர்வுகள் 
கொண்ட சமன்பாடு காண்க . 


ஒன்று அதிகப்படுத்துவதற்கு , கொடுக்கப்பட்ட சமன் 
பாட்டை ( x + 1 } ஆல் வகுத்து , தொடர்ந்து வரும் மீதிகளைக் 
கொண்டு வேண்டிய சமன் பாட்டைப் பெறலாம் . 
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சமன்பாட்டுக் கொள்கை 


--1 


1 


+0 


+0 


+0 


+0 


+7 


0 


--- 
1 


+1 


-1 


+1 


1 


- 


-1 


+1 


--- 
1 


+1 


+8 


0 


-1 


+2 


- 3 


+4 


| 


-2 


--3 


- 4 


+5 


0 


-1 


+3 


-6 


1 


- 3 


+6 


- 10 


0 


--1 


+4 


1 


- 4 


+10 


0 


1 


1 


-5 


O 


1 


எனவே , மாற்றியமைத்த சமன் பாடு 


* " --5x + 10x " + 10x " + 5x +6 = 0 


ஆகும் . 


எடுத்துக்காட்டு 4 : 

5 ** - 13x " -12x +7 = 0 - ன் தீர்வுகளுக்கு 23 குறைவாகத் 
தீர்வுகள் கொண்ட சமன்பாட்டைக் காண்க . 


இங்கு முதலில் 20 குறைவாகத் தீர்வுகள் கொண்ட சமன் 
பாட்டைக் காண்போம் . பின்பு மாற்றியமைக்கப்பட்ட சமன் 
பாட்டின் தீர்வுகளுக்கு மூன்று குறைவாகத் தீர்வுகள் உள்ள 
சமன்பாட்டைக் காண்போம் . 

அதுவே நமக்கு 
சமன்பாடாகும் . 


வேண்டிய 


சமன்பாடுகளின் மாற்றமைப்புகள் 
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20 


5 


-12 


+7 


--- 13 
100 


0 


1740 


34530 


* 


கம் 


- 


5 


87 


1728 


34537 


0 


100 


3740 


- 


5 


187 


5468 


0 


100 


5 


287 


O 


5 
எனவே 20 குறைவாக உள்ள தீர்வுகள் கொண்ட சமன்பாடு 

5 ) + 287y + 54683 + 34537 = ) ஆகும் . 

இதில் மூன்று குறைவாக உள்ள தீர்வுகள் கொண்ட சமன் 
பாட்டைக் காண்போம் . 


3 


5 


287 


5468 


34587 


0 


15 


906 


19122 


5 


302 


6374 


53689 


0 


15 


951 


-A 


5 


317 


7315 


0 


15 


- 


5 


332 


0 


- பாடிய 


5 


- 


எனவே 

மாற்றியமைக்கப்பட்ட சமன்பாடு 
5.13 + 332.x " + 7325 x -- 53089 = ) ஆகும் . 


ச . கொ . 


|Hot TIM + 


NUA 


+ 1 + -------- 


பாசா 
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சமன்பாட்டுக் கொள்கை 


6 . குறிப்பிட்ட உறுப்பு நீக்கிய மாற்றமைப்பு முறை 

கள் ( Removal of terms )) 

இம் மாற்றமைப்பு முறையின் மூலம் , கொடுக்கப்பட்ட 
சமன்பாட்டின் ஒரு குறிப்பிட்ட உறுப்பை நீக்குவதின் மூலம் , 
சமன்பாட்டைத் தீர்க்க எளிதில் வகை செய்யும் . இனி இம் 
முறையைக் காண்போம் . 


கொடுக்கப்பட்ட சமன் பாடு , 


a , xn + ay xn - 1 + a , xn- " + ... + an = ( ) என்க . 

y = x -- h எனப் பிரதியிட , 


6. ( y + h ) n + a ( y + han - 1 + ... + ai = 0 எனப் 

0 எனப் பெற 
படும் . இதனை , 


3. y + ( n a , h + a , ) yா-1 


+ 


{" >, ) 4, i + ( # - 1 ) 4 , k + 4 , } , -- + ... 


+ 


H 


0 


என எழுதலாம் . 


மாற்றியமைக்கப்பட வேண்டிய சமன்பாட்டில் இரண்டா 
வது உறுப்பு நீக்கப்பட வேண்டுமானால் 


n as h + a = 0 ஆக இருக்க வேண்டும் . 


a . 


அதாவது h = 


ஆக இருக்க வேண்டும் . 


7. do 


மூன்றாவது உறுப்பை நீக்க வேண்டுமாயின் , 


n ( n - 1 ) 

as h + ( n - 1 ) a , h + az = 0 
2 ! 


ஆக இருத்தல் 


வேண்டும் . இது -ன் இருபடிச் சமன்பாடாகும் . எனவே 
h ஐக் காணலாம் . இவ்வாறு நிபந்தனைக்குத் தக்கவாறு h- ன் 
மதிப்பைக் கணக்கிட்டு , அதனைக் கொண்டு மாற்றியமைக்கப் 
பட்ட சமன்பாட்டினைப் பெறலாம் . இன்னொரு எளிதான 
முறையை ஈருறுப்புக் கெழுக்கள் ( Binomial coefficients) வழி 
யாகக் காணலாம் . 


சமன்பாடுகளின் மாற்றமைப்புகள் 
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7. ஈருறுப்புக் கெழுக்கள் ( Binomial coefficients ) 


கொடுக்கப்பட்ட பல்லுறுப்புக் கோவை f ( x ) ஐ 


ao xn + n an xn - 1 + 


n ( n - 1 ) 

1.2 


az x 7- + 


+ - 


1 ) 


n ( n 
... + 

1.2 


an - 3 


x " + n a -- x + an 


என எழுதலாம் . 


அதாவது , 


Pr ( x ) = ay xn + n c , x ஈ- a , 


. n c2 x n- a , + 


ees 


+ non an 


எனக் குறிப்போம் . 


a1 > 


123 


இங்கு xn , xn - 1 , ... -ன் கெழுக்கள் முறையே as , 
சு .. any n cos nCi , * .. nc . இவற்றின் பெருக்குத் தொகைகளாகும் . 


3 


எனவே , 


Pr ( x ) 


= a . x + ncy a , xn - 1 + ncz a , en- + + 


.. 


+ n an as 


என்பதிலிருந்து , 


Pn - 1 ( x ) = a , x - 1 + ( n - 1 ) ci al xn - 1 + ( n = 1 ) c , a , x * - * 


+ 


+ an - 1 


Pa- , ( x ) 


a , xn- + ( n - 2) cyx - al + 


+ an - 3 
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சமன் பாட்டுக் கொள்கை 


P. ( x ) = as x + 4.a , x * 
4.3 

4.3.2 

x + 1.a. 
1.2.3 


+ 


1.24, * 


4 , x + 


3.2 
P3 ( x ) = a , * " + 3ay x " + 

1.2 


a , x + ay 


P1 ( x ) = a x + a , 


எனக் காண்கின்றோம் . 


. 


இங்கு pr ( x ) - ன் வகைக்கெழு n pu- ( x ) எனக் காண்கின் 
றோம் . ஏனென்றால் , 


Pr ( x ) = nad x = + 1 : ( n - 1) a1 x = + ... + nan - 1 

= n { a , x n = 1 + ( n --- 1 ) a , x n- " + ... + an - 1 } 


n.pn - ( x ) 


இதே போல் , 


p3 ( x ) = 3p, ( x ) 

P , ( x ) = 2 p . ( x ) 
எனக் காண்கிறோம் . 


இதிலிருந்து h குறைந்த தீர்வுகளுடைய மாற்றியமைக்கப் 
பட்ட சமன் பாட்டினைக் காண்பது எவ்வாறு எனக் காண்போம் . 


x = x + h எனப் பிரதியிட , 
Pa ( x + h ) = as ( x + h ) + r . a ( x + h ) 7-1 

t : ( x – 1 ) 
+ 

+ .... + an 
1.2 
எனப் பெறப்படும் . 


a , ( x + h ) 1-2 


0 


ஃ 


Pa ( x + h ) = a , xn + n ( a , h + al ) xn - 1 
n ( n - 1 ) 

{ a . 1.?"-+ 2 a , h + az ) x -- 
1.2 


+ 


+ 


- 0 


ச 
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சமன்பாடுகளின் மாற்றமைப்புகள் 


p . ( h ) x + n . P1 ( h ) 

P1 ( b ) x 


- 


+ 


n ( m 1 ) 

1.2 


Pz [ h ] x -- 


+ 


+ 


Pm ( h ) = 0 


இங்கு P. ( h ) , P. ( h ) , ... pr ( h ) என்பன , P. ( x ) , P . ( x ) , ... 
Pr ( x ) என் பதில x = h எனப் பிரதியிட்டுப் பெறப்படுகின்றன . 
இதனைப் பயன் படுத்தி , வேண்டிய மாற்றியமைக்கப்பட்ட சமன் 
பாட்டினைப் பெறலாம் . 


எடுத்துக்காட்டு 1 : 
a , x + 3 at x + 3 a2 x + as = 0 என்ற 

சமன் பாட்டில் 
இரண்டாவது உறுப்பு நீக்கி மாற்றியமைக்கப்பட்ட சமன்பாட் 
டினைக் காண்க . 


கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டினை , 


a , x + 301 a , x + 3c , a , x + 3c3a3 = 0 


என எழுதலாம் . எனவே , h குறைந்த தீர்வுகளை தீர்வுகளாகக் 
கொண்ட சமன்பாட்டில் இரண்டாவது உறுப்பு 


3 cP . ( h ) x ஆகும் . 


P. ( h ) = a . n + ay 


எனவே இரண்டாவது உறுப்பை நீக்க வேண்டுமாயின் 
as h + a = 0 ஆக இருத்தல் வேண்டும் . 


எனவே 


aa , 
அதாவது h = 

ஆக இருத்தல் வேண்டும் . 

aa 
மாற்றியமைக்கப்பட்ட சமன்பாடு , கொடுக்கப்பட்ட சமன் 

a | 
பாட்டின் தீர்வுகளில் h = 

குறைவாக உள்ளவற்றைத் 
தீர்வுகளாகக் கொண்டிருக்கும் . 


(l . 


எனவே மாற்றியமைக்கப்பட்ட சமன் பாடு , 


* . . + 34 [ 4 ( = " ) +24,( 4 ) + 4 ) 
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சமன்பாட்டுக் கொள்கை 


+ 


+ 3 a , 


[ 4. ( 

( 5 ) 4 ( = ) 
- 34 ( * ) + 4 ] - 0 


ஆகும் . 


அதாவது , 


3 ( a , az - a, ) x 


a . ** + 


ao 


+ 


(a," az – 3 a, an as + 2 ay") 


- 


= 0 


as 


அல்லது , 


** + 3(1,4; -- * - 

(4, 69 - 34,14,+ 24,") - 4 


0 


ஆகும் . 


எடுத்துக்காட்டு 2 : 
x + 2003 + 143 x " + 430 x + 462 = 0 

என்ற 

சமன் 
பாட்டில் இரண்டாம் உறுப்பை நீக்கி மாற்றியமைக்கப்பட்ட 
சமன் பாட்டைக் காண்க . 


கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டின் தீர்வுகளின் h குறைவாக 
உள்ளவற்றைத் தீர்வுகளாகக் கொண்ட சமன்பாட்டில் இரண் 
டாவது உறுப்பு நீக்கப்படுவதாகக் கொள்வோம் . 


எனவே , 


( x + h ) + 20 ( x + h ) + 143 ( x + h ) 


+ 430 (x + h ) + 462 = 0 


என்ற மாற்றியமைக்கப்பட்ட சமன்பாட்டில் , 


4 h + 20 = 0 


. h = - 5 


--- 
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சமன்பாடுகளின் மாற்றமைப்புகள் 


எனவே வேண்டிய மாற்றியமைக்கப்பட்ட சமன்பாட்டினைப் 
பெற , நாம் கொடுக்கப்பட்ட சமன் பாட்டின் தீர்வுகளில் 
5 அதிகமாக உள்ள தீர்வுகளைக் கொண்ட சமன்பாட்டினைக் 
காண வேண்டும் . 


-5 


1 


20 


143 


430 


462 


0 


- 5 


75 


- 340 


--- 450 


1 


15 


68 


90 


12 


0 


--- 


5 


--- 


50 


90 


- 


1 


10 


18 


0 


0 


5 


25 


| 


* 


* 


1 


5 


-5 


1 


0 


0 


- 


1 


எனவே , மாற்றியமைக்கப்பட்ட சமன்பாடு 


x - 7x + 12 = ) ஆகும் . 


பயிற்சி 


( 1 ) x – 5x * + 7 x - 17x + 11 = 0 - ன் தீர்வுகளில் 
நான்கு குறைவாகத் தீர்வுகள் கொண்ட சமன்பாட்டினைக் 
காண்க . 


( 2 ) 4 x " - 2x + 7x - 3 = 0 - ன் தீர்வுகளில் இரண்டு 
அதிகமாகத் தீர்வுகள் கொண்ட சமன் பாட்டினைக் காண்க . 
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சமன்பாட்டுக் கொள்கை 


( 3 ) 3 x + 7 : * - 15 x + x -- 2 = 0 - ன் தீர்வுகளில் 
7 அதிகமாக தீர்வுகள் கொண்ட சமன்பாட்டினைக் காண்க . 


இரண்டாவது உறுப்பு 


( 4 ) x + 8 x + x - 5 = () - ன் 
நீக்கிய சமன்பாட்டினைக் காண்க . 


( 5 ) + - 4 13 - 18 x " - 3 * + 2 = 0 - ன் மூன்றாவது 
உறுப்பு நீக்கிய சமன்பாட்டினைக் காண்க . 


( 6 ) x + p + qx + rx + S () என் பதின் மாற்றி 
யடை மக்கப்பட்ட சமன்பாட்டில் x " , : உறுப்புகள் நீக்கப்பட்டி 
ருப்பின் 


3 


ps - 4 pg + 8r = 0 என நிறுவுக . 


விடை 


. 


( 1 ) ** + 11 : * + 43 x + 553 - 9 = 0 


( 2 ) 44 - 40 x + 153.3 - 308 :: + 303x - 129 = 0 


( 3 ) 3 : * - 77 " + 720 :: – 2876 x + 4058 = 0 


( 4 ) x -- 24 x 2 + 65 x -- 55 = 0 


( 5 ) x - 883 -- 17.x --- 8 = ) . 


8. முப்படிச் சமன்பாடு ( Cubic ) 

முப்படி , நாற்படிச் சமன்பாடுகளின் சிறப்புத் தன்மையைக் 
கருதி நாம் முப்படிச் சமன்பாட்டின் தன்மையைக் காண்போம் . 
ஏற்கெனவே கண்டறிந்த மாற்றமைப்பு முறைகளின் மூலம் 
நோக்குவோம் . 


a , x * + 3a x + 3a2 x + as == () என்ற சமன்பாட்டினை 
எடுத்துக்கொள்வோம் . இரண்டாம் உறுப்பு நீக்கி , மாற்றி 
யமைக்கப்பட்ட சமன்பாடு 


** + 3 (3, 19 - 4 ) x + 4, 8, - 34.2 6, + 21 


0 


என ஏற்கெனவே எடுத்துக்காட்டின் மூலம் அறிந்தோம் . 


சமன்பாடுகளின் மாற்றமைப்புகள் 
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H 


-- 


а , а 


a , 


as 


al 


- 


| 


al 


ad a , -- 3 a , a1 a2 + 2a, 


11 


0 


ao 


a , 


ao 


a , 


4 . 


ay 


2a , 

as 
எனவும் குறிப்போம் . எனவே , மாற்றியமைக்கப்பட்ட சமன் 
பாடு 


G 


3 H 

X + 
a . " 


= 0 எனப் பெறப்படும் . 


a . * 


அதாவது ( a , x ) * + 3 H as x + G = 0 எனப் பெறப்படும் . 


மாற்றியமைக்கப்பட்ட 


இங்கு ) = a , x எனப் பிரதியிட , 
சமன்பாடு 


y * + 3 H y + G = 0 எனப் பெறப்படும் . 


இதிலிருந்து , 4 , B , Y என் பவை எடுத்துக்கொள்ளப்பட்ட 
முப்படிச் சமன் பாட்டின் தீர்வுகளாயின் , 


G 


x + 


3H 

* + 
ao 


= 0 - ன் தீர்வுகள் 


8 
as 


- 


ay 


L + 


al 


காத 


B + 


Y + 


என்றும் , 


do 


y * + 3 H y + G - 0 - ன் தீர்வுகள் 


( anol + al ) , ( a , B + a ) , ( a , y + ay ) என்றும் காணலாம் . 


a , x + 3a , " + 3a , x + a , 


0 - ன் தீர்வுகள் 


1 , B , Y 


எனின் , 


4 + B + Y = 


-3a ) 

4 . 
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சமன்பாட்டுக் கொள்கை 


ay 


எனவே , a . + a , = a . 


1 + 


a . 


-- 


4 [4-4 + p + ) 
* (2 = L - B - Y ) 


== 


இதேபோல் , 


a , p + a , = 


( 2B - Y - ) 


3 


ao Y + a , 


* ( 2 y - 4 -B ) 


3H 

x + 


G 


எனவே , x + 


= 0 - ன் தீர்வுகள் 


ao 


40 


+ ( 24 - B- y ) , + ( 2B - y - 4 ) , 
+ - ( 2y - - 


+ 


B ) ஆகும் . 


இதிலிருந்து , 2 ( 2 - s - y ) ( 2B - y - d ) . ( 2d - B - Y ) 
( 2B - Y - L ) (2 y - - B ) என்ற சமச்சீர் சார்புகளின் 
மதிப்புகளை உடனடியாக 

முறையே 

27 ( a . 2 

( a , a2 -- a1 ) , 
- 27 ( a " az - 3 as a , a2 + 2 ay * ) எனப்பெறலாம் . 


9. நாற்படிச் சமன்பாடு ( Biquadratic Equation ) 

a , x + 4 a , x + 6 apx" + 4 as x + 4 , = 0 


( 1 ) 


என்ற நாற்படிச் சமன்பாட்டினை எடுத்துக் கொள் வோம் . 


இரண்டாவது உறுப்பு நீக்கி மாற்றியமைக்கப்பட்ட சமன் 
பாட்டினைப் பெற , கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டின் தீர்வுகளில் 
1. குறைவாக உள்ள தீர்வுகளைக்கொண்ட சமன் பாட்டினை 
எடுத்துக்கொள்வோம் . இங்கு மாற்றியமைக்கப்பட்ட சமன் 
பாடு 


சமன் பாடுகளின் மாற்றமைப்புகள் 
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P ( h ) . + 4 p . ( h ) * + 6p , ( h ) x " 


+ 4p3 ( h ) x + P. ( h ) = 0 


. ( 2 ) 


இங்கு 


P. ( h ) . 


a. 


P1 ( 6 ) = a h + a 


P2 ( h ) 


= as h " + 2a ( h ) + a , 


p . ( 6 ) 


= a , h + 3a , h " + 3a , h + 13 


= a , h + 4a, h * + 6a , " + 4 as h + a . 


P. ( 1 ) 
ஆகும் . 


இரண்டாவது உறுப்பை நீக்க வேண்டுமாயின் , as h + a , = 0 
ஆக 
க இருக்கவேண்டும் . 


. 


அதாவது : 


as 
4 


ஆக இருக்கவேண்டும் . 


h 


4 . 
ao 


எனப் பிரதியிட , 


. 


P. ( h ) 


0 


- 


9.l ) - 4 (- + y + 24 ( 4 ) +4 


a , , 


ar 


-- 
P. ( H ) - 4 ( 4 ) + 34 (74 ) 

14 ( 4 ) + - 


+ 3 an 
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சமன்பாட்டுக் கொள்கை 


ao as – 3 a, a, a , +2 a * 


3 


a , 


G 


2 
aal 


= 
- 
-44 
;) + 4 = ( 4 ) + 6.. ( :) 

+ 45 ( 4 ) + 


+ a . 


asa, - 4 az " at as + 6 a , al " a, - 3 a * 


S 


ao 


1 | a ( as a – 4 ay as + 3 a ,”) 
a . ) 

3aa, + 6 as a, a , - 34, 


} 


8 


as ( ay a , - 4 al as + 3 a , ) 


- 3 ( a a , - a , ) " 


I = as a , - 4 ay as + 3a , " எனப் பிரதியிட , 


1 


P / ( h ) 


) 


. ( a , " 1-- 3 H ) எனப் பெறப்படும் . 


aa 


எனவே மாற்றியமைக்கப்பட்ட சமன்பாடு 


6 H 


a , x + 


x " + 


45 +++ 


( a : 1- 3H ) = 0 


as 


2 
. 


ஆகும் . 


அதாவது , 


a . x + 6 Ha . x " + 4 Ga x + a 1- 3H 

3H = 0 


ad x = y எனப்பிரதியிட , 


மாற்றியமைக்கப்பட்ட சமன்பாடு 


சமன் பாடுகளின் மாற்றமைப்புகள் 
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* + 6 H ) " + 4 Gy + a . " 1 - 3 H = 0 


( 
4 
) 


ஆகும் . 


இங்கு h 


* = ao * ஆகையால் , 


a . 


- 


அதாவது ) 


- 


ao 


( 


x + 


4. ) 


ஆகையால் , சமன்பாடு ( 4 ) - ன் 


தீர்வுகள் a , d . + ay , as B + a , a Y + a | , a , a + a1 ஆகும் . 


l , B , Y , 8 கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டின் தீர்வுகளாகும் . 


4a , 


+ B + y + 8 = 


ஆகும் . 


ao 


எனவே , 


a . + a == a . 


1 + 


- 


( * ) 
- ( 3 - 4 + + + ) 


-- 
- 


do 
4 


[ 3 - s - y - 8 ] 


இதேபோல் , 


4. B + 4 , = [ 3B- d - y - 8 ) 


ao y + al 


do 
4 


[ 3Y - - - B ] 





on 


a . 8 + ay 


[ 38 - . -- B -- y ) ஆகும் . 


4 


எனவே சமன் பாடு ( 3 ) - ன் தீர்வுகள் . 


- 30 - B - y - 8 ) , - ( 3B- - Y- 6 ), 
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சமன்பாட்டுக் கொள்கை 


+ ( 1y- 4 -- B - 8 ) , + ( 38- d - B - y ) 


ஆகும் . 


இத் தீர்வுகளை 41 , B1 , Y , 8 எனக்கொள்வோமாயின் , 


* + B1 + y + 8 = 0 


6H 


T - B = 


4 


4G 


- 


s l1By1 = 


a. 


B y 81 = 256 ( a " 1 - 3 H * ) ஆகும் . 


ஈருறுப்புக்கெழுக்களாலான 


a , a , a + 2 a , a , ay - a , as - a a , - a , 
என்ற சார்பை ர எனக் கொண்டால் 


G + 4 H = = a ( HI - a , J ) எனப் பெறப்படும் . 


10. பொதுவான மாற்றமைப்பு ( The general transformation ) 

f ( x ) = 0 கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாடாகட்டும் . மாற்றிய 
மைக்கப்பட்ட சமன் பாடு g ( y ) = () என்க . g ( y ) = 0 - ன் 
தீர்வுகள் , f ( x ) = () என்பதின் தீர்வுகளோடு கொண்ட 
தொடர்பினை P ( x , y , ) = ( ) என்க . இப்பொழுது மாற்றியமைக் 
கப்பட்ட சமன் பாட்டினைப் பெற , f ( x ) = 0 , P ( x , y ) = 0 
என்பதில் x ஐ நீக்கி , f ( x ) 0 , என் பதில் x- க்குப் பதிலாக 
y ஐப் பிரதியிடவேண்டும் . 


எடுத்துக்காட்டாக x " - px" + qx - r = 0 என்ற சமன் 
பாட்டின் தீர்வுகள் J , B , y என்க . 


( B + y ) , ( + B ) , ( d + y ) இவற்றினைத் தீர்வுகளாகக் 


கொண்ட சமன்பாட்டினைக் காண்பதாகக்கொள்வோம் . 


இங்கு 


y = B + Y = 1 + B + y - 4 = p - l 
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- 


எனவே இங்கு ? ( x , ) 0 என் பது , y = p - x ஆகும் . 
இதனை விரிவாகக் கீழ்க்கண்ட 

எடுத்துக்காட்டுகளின் மூலம் 
நன்கறியலாம் . P ( x , y ) = 0 என்பதை 

பொதுத் 
தொடர்பு என்கிறோம் . 


நாம் 


11. முப்படிச்சமன்பாட்டின் தீர்வுகளின் 4 , B , y எனின் 
( ! - B ) , ( B - Y ) , ( Y -- o ) என்பவற்றைத் தீர்வு 
களாகக் கொண்ட சமன்பாட்டைக் காணுதல் ( To find the 
cquation of squared differences of a cubic equation . ) 


. , B , y - வைத் தீர்வுகளாகக் கொண்ட முப்படிச் சமன் 
பாடு 


x + qx + 1 = 0 என்க 


எனவே , 


4 + B + Y = 0 


A B + By + y = q 


& By 


( d- B ) , ( B - Y ) , ( cl - Y )* ஐத் தீர்வுகளாகக்கொண்ட 
சமன்பாட்டைக் காண , நாம் பொதுவான மாற்றமைப்பு 
முறையை எடுத்துக்கொள்வோம் . 


இங்கு 


} B 

= ( -Y ) 


B + Y - 2 BY 


2 " + B + - Y " - " - 


- 


2 - 


21.BY 

L 


+ B2 + y = ( + B + y ) - 2 ( B + BY + y ) 


0 - 2q 


- 


24 
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ஃ ) = -2 ) - 4 + 21 


எனவே பொதுத்தொடர்பு P ( x , y ) ஆனது , 


21 


2g 


** + 


ஆகும் . 


அல்லது , 


x + ( y + 2q) * - 2 r = 0 ஆகும் . 


எனவே , ( x + qx +1 ) + [ x + x ( y + 2 g ) - 2r] 

2r] = 0 


அதாவது ( + g ) x - 31 = 0 


* 


அதாவது : 


3r 
+ g 


எனவே மாற்றியமைக்கப்பட்ட சமன்பாடு 


( + , +1 ( # , )+ 


+ r = 0 ஆகும் . 


அதாவது , 7 ( + q) + 3rq ( + q ) + (31 ) = ) 


அதாவது , ( ) + 31" + 3yg + q ) 


+ 3q ( y * + q + 2yq ) + 27 r = 0 


அல்லது , 


( 2 ) 


... 


y + 6 + 9 ) + 47 + 277 " = ) ஆகும் . 


நாம் பொதுவாக 
as x * + 3 ay x " + 3 a , x + as = 0 

( 3 ) 
என்ற சமன்பாட்டை எடுத்துக்கொள்வோம் . இதில் இரண்டா 
வது உறுப்பை நீக்கிய பின்பு மாற்றியமைக்கப்பட்ட சமன்பாடு , 


y + 


28 


ao 


3 H 

G 
+ 

4 . 
ஆகும் . 

மேலே கண்டவாறு , இச் சமன்பாட்டிலிருந்து , 
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( 4 

BI , ( B - Y ) , ( -- y ) இவற்றைத் தீர்வுகளாகக் 
கொண்ட சமன்பாட்டினைக் காண ( d , B , y சமன்பாடு ( 3 ) -ன் 
தீர்வுகளாகட்டும் ) 


3 H 


G 


g 


8 


ao 


a . 


எனப் பிரதியிட்டுப் பெறலாம் . எனவே . மாற்றியமைக்கப்பட்ட 
சமன்பாடு , 


81 H 


27 


+ 


18 H 

" 


x + 


x + 


27 

- ( G + 4 H 3 ) = 0 ... ( 4 ) 
4 . 


끓 


do 


ஆகும் . 


ஆல் பெருக்கிக் கண்ட 


சமன் பாடு ( 4 ) -ன் தீர்வுகளை - a , 
சமன்பாடு 


** + 18 Hx + 81 H x + 27 ( G " + 4 He) = 0 


( 5 ) 


* 3 . 


ஆகும் . 


எனவே சமன்பாடு ( 5) -ன் தீர்வுகள் 


a ( - Y ) , a (s - y ) " , a ;" ( d - B)" 


ஆகும் . 


இதிலிருந்து , தீர்வுகளின் பெருக்கற்பலன் 


a ( s - y ) ( d - B ) ( ol - Y ) = -- 27 ( G ? + 4 H ) 


= - 27 ( H I -- a.J ) as 


எனப் பெறப்படும் . 


( குறிப்பு : இங்கு 1 

இங்கு 1 = 4a , a , -- 4a , as + 3 a ; , 


J = a , az a , + 2 as a2 as -- a , as " - ay a - ay * 


ஆகும் . 


ச . கொ . -7 
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சமன்பாட்டுக் கொள்கை 


அதாவது 


G + 4 H = 


= ara 


a az - 6 a , a , a , a , + 4 a , aze 
. 

+ 4 a, az - 3 a az 


= a . " ( HI - a . J ) 


= a , A 


தன்மை 


HI - agJ = A என்பது முப்படிச் சார்பின் ,, 
காட்டி ( discriminant ) எனப்படும் . ) 


ஆராய்தல் ( To find 


12. முப்படிச்சார்பின் தீர்வுகளை 
the nature of the roots of a cubic ) . 


, B , y என்பன 
a , x + 3a , x + 3a , x + a , = 0 என்ற சமன்பாட்டின் தீர்வு 
களெனின் , 

( 1 ட 
a . " ( B - y ) ( y - L ) ( d -- B ) - 27 ( G + 4H ) 
என்றும் , a , " ( l - B ) , ad ( d - y ) , ad ( B 
a a - Y )" 

Y ) என்றும் 
இவற்றைத் தீர்வுகளாகக் கொண்ட சமன்பாடு 

x8 + 18 Hx + 81 H x + 27 ( G " + 4 H ) = 0 


என்றும் பார்த்தோம் . 


( 2 ) 


இனி இச் சமன்பாட்டின் தீர்வுகளை ஆராய்வோம் . 


( 2 ) -ன் தீர்வுகளின் ஒன்.று குறையெண்ணாயிருப்பின் , 
12 ( 1- B ) .......... களில் குறையெண்ணாயிருத்தல்வேண்டும் . 
அதாவது 4 , B , y -க்களில் ஏதேனும் இரண்டின் வேறுபாடு 
களின் இருபடி குறையெண்ணாய் இருத்தல் வேண்டும் . அப்படி 
யானால் ( 1 ) - ன் தீர்வுகளில் ஏதேனும் இரண்டு தீர்வுகள் 
கற்பனை எண்ணாயிருக்கவேண்டும் . 


3 


( 2 ) -ன் தீர்வுகளில் ஒன்றும் குறையெண் இல்லையெனின் 
( 1 ) -ன் தீர்வுகள் மெய்யெண்களாகும் . 


இங்கு நாம் நான்கு நிலைகளைக் காண்கின்றோம் . 
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( 1 ) G + 4 H * என் பது ஒரு குறையெண் . எனவே , 
a * ( B - y ) ( Y - d ) ( d B ) ? நேரெண்ணாகும் . எனவே , 
( B - y ) நேரெண்கவும் , 

Y ) , ( Y ol ) , ( B ) எதிரெண் 
களாகவும் இருக்கலாம் . எனவே ( Y 2 ) , ( B ) கற்பனை 
யெண்களாகின்றன . அதாவது Y , d ; ol , B கற்பனை யெண் 
களாகின்றன . ஆனால் இது முரணானது . எனவே ( B - Y ) , 
(( Y - L ) , ( l - B ) நேர் எண்களாகும் . அதாவது 4 , B , y 
மெய்யெண்களாகும் . 


எண் . 


( 2 ) G3 + 4 He ஒரு நேர் 

எனவே ( B - y) 
( y - ol ) ( d - B ) ஒரு குறையெண்ணாகும் . எனவே , 
( B - Y ) , ( y - 1 ) , ( ol - B ) இவற்றில் ஏதேனும் ஒன்று 
குறையெண்ணாயிருத்தல்வேண்டும் . எனவே , ஏதேனும் 
தீர்வுகளின் வேறுபாடு கற்பனை எண்ணாக இருக்க வேண்டும் .. 
எனவே , முப்படிச்சார்புக்கு இரு கற்பனைத் தீர்வுகள் உள்ளன . 


( 3 ) G * J 4 H = 0 


- 


எனவே , ( B - y ) * ( d- B ) ( Y a ) = 0. அதாவது , 
d , BY -க்களில் ஏதேனும் இரண்டு சமமாயிருத்தல் வேண்டும் . 
எனவே , முப்படிச்சார்பின் மூன்று தீர்வுகளில் இரண்டு தீர்வுகள் 
சமமாயிருக்கும் . 


( 4 ) G = 0 , H = 0 


இங்கு மாற்றப்பட்ட சமன்பாடு 


** = () ஆகும் . 


எனவே , ( - B ) , ( B 

B )" , ( B - y ) , { y - Z ) " பூச்சியத்துக்குச் சம 
மாகும் . அதாவது -L 

B = y 


- 


இங்கு G = 0. எனவே 


do 


- 


aa aa 


ai 
an 


as 


HH 


0 


* ad as - 3 a , a , az + 2ay * = 0 


a , = al la , 
a as 30, 3 

3 a 
a , 

aa 


+ 2a , 3 = 0 
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சமன்பாட்டுக் கொள்கை 


a , a 


அல்லது 


4 


அல்லது 


4 
, 


a 
4 . 


. 


ao 


ay 


as 


எனவே 


- 


{1 


4 . 


13 


as 


அதாவது கொடுக்கப்பட்ட முப்படிச் சமன் பாட்டின் மூன்று 
தீர்வுகளும் சமம் என்றும் , முப்படிச் சமன்பாட்டின் மூன்று 
தீர்வுகளும் சமமாயின் , 


ao 


a , 


-- 


- 


a , 


- 


என்றும் அறிகின்றோம் . 


எடுத்துக்காட்டு 1 : 


1 


di, d , ... den 

என்பன 

xn + p x 1-1 + ... + pn1 x 
+ px = 0 சமன்பாட்டின் தீர்வுகளெனின் , 4.1 , 4 ,, ... U. 
இவற்றைத் தீர்வுகளாகக் கொண்ட சமன்பாட்டைக் காண்க . 


தீர்வுகள் 


xn + p . xn- 1 + 

+ p n - 1 x + pa = 0 -ன் 
di L2 , J. எனின் . 


en + p * 1-1 + 


+ pn - 1 x + pa 


= ( x - 0.1 ) ( x - 2 ) ... ( x - o.in ) 


( 1 ) 


- 0.1 , - 2 ... -- . இவற்றைத் தீர்வுகளாகக் கொண்ட 
சமன் பாடு 


xn - p , x n - 1 + ... + ( - 1 ) r pm 


= ( x + 1 ) ( x + 4 , ) ... ( x + L. ) 


( 2 ) 


ஆகும் . 


( 1 ) x ( 2 ) -ன் பலன் 


பதை 
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( xn + p , x 1-1 + p . xn_ + ... ) 


( p . x - + p . x _ * + - ) 


( x" 


1 / ) (x - 1 , ) ... ( 


அதாவது , 


* 


3 + ( 2p2 - p1 ) x 27-3 + 


i 


( p , -2 px P , + 2p . ) x Pr- + ... 


= ( " - ) ( x " - 2 ) ... ( x " - . ) 


இங்கு y = x என்ற பொதுத் தொடர்பைப் பயன்படுத்த , 


yா + ( 2 p2 - Pr ) y rol + ( p , " - 2 tsp , + 2 p . ) y ? 


| 


+ 

( - 112) 

1 ) ... ( y- ... ) 
எனப் பெறப்படும் . எனவே மாற்றியமைக்கப்பட்ட சமன்பாடு 


+ ... 


y + ( 2p2 - p ) yn- ! 


+ ( pa -- 2 pp , + 2p ) y r . + ... + ... 

+ 


= 0 ஆகும் . 


எடுத்துக்காட்டு 2 : 
4. , 1 , ... 

என் பன x + px 7-1 + ... + p n - 1 x 
+ p = 0 - ன் தீர்வுகளாயின் , 1 , , , ... ... இவற்றைத் 
தீர்வுகளாகக் கொண்ட சமன் பாட்டினைக் காண்க . 


da 


xn + p xn - 1 + 

+ p + pm 
( * - 4 ) ( x 

d. ,) ... ( x 

( x - La ) 


-க 


கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டினை 
( p . + p n - 3 x * + p +n s x ° + ... ) 

+ x ( p + p - x * + ... ) 
+ x" ( p t - 2 + p + ... ) = () 


என எழுதலாம் . 
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சமன்பாட்டுக் கொள்கை 


இதனை , 


P + Qx + R x = 0 என்க . 


... 


P , Q , RX- ன் சார்புகளாகும் . 


ஒன் றின் முப்படித் தீர்வுகள் 1 , 6 , எ ஆகும் . அதாவது 
3 - 1 = 0 என்ற சமன்பாட்டின் தீர்வுகள் 1 , 4 , ஆகும் . 
எனவே ஐ , w x , a x என முறையே பிரதியிட , 


P + Qx + Rx " = ( x - 4 ) ( e – 2 ) ... ( x - .. ) 


( 1 ) 


என்பது 


P + Qw x + Rwa " = ( wx - . , ) ( w x - . , ) 


( wx - un ) 


( 2 ) 


P + U Q x + w Rx " 


= ( u x - . , ) ( a x -- 


. , ) ... ( - . ) 


( 3 ) 


எனவாகும் . 


( 1 ) , 2 , ( 3 ) ஐப் பெருக்க , 


( P + Qx + Rx " ) ( P + c Qx + w Rx " ) 


( P + M Qx + b RX ) 


== 


( x " - 1 * ) ( x * – 4 , ) ... (x - * ) 


) 


எனப் பெறப்படும் . 


எனவே , 


P + Q *** + Rs x ° – 3 x * P Q R 

( x3 - 1 *) (x - 2 ) 

2 ) .... ( x - 2 ) 


இதிலிருந்து , y = x3 எனப் பிரதியிட்டு , வேண்டிய மாற்றி 
யமைக்கப்பட்ட சமன்பாட்டினைப் பெறலாம் என்பது தெளிவு . 


தீர்வுகளாகக் 


எனவே di L ... Ln இவற்றைத் 
கொண்ட மாற்றியமைக்கப்பட்ட சமன்பாடு 
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P * + ° y + R* * - 3 P Q R ) = 0 


ஆகும் . 


இங்கு , 

, 


P = px + pr - 1 + pady + ... 


Q = pa- + Proy + Pr , y " + ... 


R = pe - z + p.- + Pr ; ) + ... 


1 


ஆகும் 


இதனைப் பயன் படுத்தும் வழியாக . 

x " -- x + 23 + 3x 
+ 1 = () என்ற சமன்பாட்டின் தீர்வுகளின் முப்படித் தீர்வு 
களைக் கொண்ட சமன்பாட்டினைப் பெறலாம் 


கொடுக்கப்பட்ட சமன் பாட்டில் , 


P 


1 - ) 


Q = 3 + y 


R = 2 


என்பதனை , சமன்பாட்டை x + pix + p , x + p3 x + P. 0 
என்ற வடிவத்தில் கொண்டு , மேற்கண்டவற்றைப் பயன் 
படுத்திப் பெறலாம் . 


எனவே , மாற்றியமைக்கப்பட்ட 

சமன்பாடு 
( 1 - 1 ) + ( 3 + 3 + 2y " - 6 ( 1 - 3 ) ( 3 + y ) ) = 0 


ஆகும் . அதாவது , 


1- 3 + 3 y - y +27 ) + 27 ) +91 


- + y + 81 - 18 y + 12 ) " + 6y * = 0 


அதாவது , 


y * + 14y8 - + 50 y " + 6 + 1 = () 


ஆகும் . 


- 


14 
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சமன் பாட்டுக் கொள்கை 


எடுத்துக்காட்டு 3 : 

, B , Y என்பன 8 + px " + qx + = 0 - ன் தீர்வுகளா 
யின் , 


தீர்வுகளாகக் 


1 

1 
d4 

B 
BY 

Y - 

Ly 
கொண்ட சமன்பாட்டைக் காண்க . 

. 


A , B , Y , xº + 2 x + ( x + y = 0-60T 


தீர்வுகளாதலால் , 


4 + 3 + Y = - P 


& B + By + d y = 9 


1 BY = - I 


4 - * - - - 


I BY 


d 


dh 


- 


T 


lo 


= 


1 + 


- 


எனவே y 


de 


* 


1 
BY 


எனக் கொள்வோமாயின் , 


y = x + * என்பது பொதுத் தொடர்பாகும் . 


1+ 


1 + 


எனவே மாற்றியமைக்கப்பட்ட சமன்பாட்டைப் பெற 


px + x +1 = 0 - ல் 


11 


எனப் பிரதியிட வேண்டும் . 


1 + 1 
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எனவே , வேண்டிய சமன்பாடு , 


r 1 + pr ( 1 + r ) y + q ( 1 + T ) ) + ( 1 + r ) = 0 


ஆகும் . 


எடுத்துக்காட்டு 4 : 


+ 


* 


8 . 


) 


8 ) 


8 


B 


x3 + 2x + 3 x + ] == () -ன் தீர்வுகள , B , Y எனின் , 
1 | 1 1 

1 1 

1 
+ 

+ 
yo L8 y 19 

B B 

y 
1 
I 

இவற்றினைத் தீர்வுகளாகக் கொண்ட சமன் பாட்டினைக் 
காண்க . 


1 


8 


1 


முதலில் x 


|| 


1 1 1 
எனப் பிரதியிட்டு . 

I B y 

வைத் 
தீர்வுகளாகக் கொண்ட சமன்பாட்டினைக் காண்போம் . எனவே 
மாற்றியமைக்கப்பட்ட சமன்பாடு 


1 


1 


3 


2 

+ 


+ 


+ 1 = 0 


( அதாவது ) , 1 + 2 x + 3 x " + x = 0 


( அதாவது ); * + ] = - x ( 2 + 3x ) 


( அதாவது ) , (x8 + 1 ) = - ** ( 2 + 3 x ) 


( அதாவது ) , ( x + ] ) = - x * [ 8 + 27 x + 18x ( 2 + 3x) ] 


ஃ . ( x + 1 ) * - -- ** [ d + 27 x " -- 18 (x + 1 ) ] - ... ( 1 ) 


[ x * + 1 = - x ( 2 + 3x ) , 


18 x ( 2 + 3x ) = - 18 ( x * + 1 ) ] 


சமன்பாடு ( 1 ) -ல் , x = y எனப் பிரதியிட , 


( 3 + 1 ) = - > [ 8 + 27 ) -- 18 ( y + 1 ) ] 


- - 1 ( 9 y - 10 ) ஆகும் . 
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சமன்பாட்டுக் கொள்கை 


( y + 1 ) = - ) ( 9y - 10 )-ன் தீர்வுகள் 


> > + ஆகும் . 


அதாவது y + 12 y – 7y + 1 = 0 - ன் தீர்வுகள் 


+ , , , ஆகும் 


எனவே , 


- 


1 
L 


1 
+ 

B 


+ 


1 
Y 


// 


* 


- 12 


நமக்கு வேண்டிய மாற்றியமைக்கப்பட்ட சமன்பாட்டினைப் 
பெற , பொதுமாற்றமைப்பு முறையை இனி மேற்கொள்ளு 
வோம் . 


இங்கும் நாம் பெறும் பொதுத் தொடர்பு p { y , z ) ஆகும் . 


1 


7 = 


1 
B 


1 
18 


| 


+ 


. 


என்க . 


YY 


1 


7 


1 

+ 
8 


* 


1 
BS 


+ 


* 


- 


2 
os 


- 12 - 


2 
4 . 


- 12 - 2 ) 


y 


-- ( - ? ) ஆகும். 


எனவே வேண்டிய சமன்பாட்டினைப் பெற , 


12y " - 7 ) + 1 = 0 என் பதில் 


1 - க்குப் பதிலாக - 


3 + 12 

2 


எனப் பிரதியிட வேண்டும் . 
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ஃ 


வேண்டிய சமன்பாடு , 


- ( ; 2) + 12 ( * ) + 7 (7t ? )+ 1 


+ 1 = 0 


( அதாவது ) 73 + 1271 - 172 7 - 2072 = 0 ஆகும் . 

. 


எடுத்துக்காட்டு 5 : 
1. B , Y என்பன .. 6x +7 

0 - ன் தீர்வுகளாயின் , 
J + 2 / + 3 , B + 2 B + 3 , y + 2 y + 3 ஐத் தீர்வுகளா 
கக் கொண்ட சமன்பாட்டினைக் காண்க . 


y = + 2 + 3 என்க . 


d , x * - 6x + 7 = 0 - ன் தீர்வா தலால் , இங்கு x- க்கும் , 
9 - க்குமிடையேயுள்ள பொதுத் தொடர்பு 


y 


x " + 2 x + 3 ஆகும் . 


அதாவது , x " + 2 x + ( 3 - y ) = (0 


( 1 ) 


( 1 ) ஐ ஆல் பெருக்கி , பெருக்கி வந்ததிலிருந்து , கொடுக் 
கப்பட்ட சமன் பாட்டினைக் கழிக்க . 


2 x + ( 9 - y ) x - 7 = 0 


( 2 ) 


எனப் பெறுவோம் . 


நீக்க 


வேண்டிய 


சமன் பாடு 


( 1 ) , ( 2 )-லிருந்து 
பெறப்படும் . 


( 1 ) , ( 2 )-லிருந்து , 


* 


* 
- 14 – ( 9 – ) ) ( 3 - 3 ) 


7 + 2 ( 3 -y ) 


|| 


(9-1, -- 


1 
( 9 - y ) - 4 


அதாவது , 


( 13 -- 2 ) ) = (5- ) ) ( - * + 12y - 41 ) 


. 
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சமன்பாட்டுக் கொள்கை 


- 21 ) + 153 ) – 374 = 0 


என்பது மாற்றியமைக்கப்பட்ட சமன்பாடாகும் . 


எடுத்துக்காட்டு 6 : 

x " - i = 0 என்ற சமன்பாட்டின் தீர்வுகளில் என்பது 
ஒரு கற்பனைத் தீர்வானால் , 4 + , ! + , + z 
இவற்றைத் தீர்வுகளாகக் கொண்ட சமன்பாட்டைக் 
காண்க . 


x - 1 = 0 


அதாவது , ( x - 1 ) ( 1 + x + x + x + x + x + 1 ) = 0 


* - 1 = 0 - ன் தீர்வுகளில் ஒன்று . ஆகையால் , 
( 1-1 ) ( u + < * + 4 + + ! * + d + d + 1 ) = 0 ஆகும் .. 


z # 1. ஆகவே 


* + + + + + 18 + 1 + 4 + 1 = 0 


( 1 ) 


1 + 4 , + , + L * இவற்றினைத் தீர்வுகளாகக் 
கொண்ட சமன்பாட்டில் , தீர்வுகளின் கூட்டுத் தொகை 


( 1 + 12 + + + 1 + 2 ) ஆகும் . 


( 1 )-லிருந்து , 


dd + 2 + 1 + + + + + 1 


- 1 


! + 1 , L + , s + L4 இவற்றை முறையே a , b , c 
என்க . 


. 


24 


- 


1 


- 


Lab = ( 4 + 4 ) ( + ) + ( + ) ( + ) 


+ ( l + L " ) ( du s + ! ) 


* + 4 + 18+ 11 + + + + + ! 


+ 10, + 4 + 4 + + 4 
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+ 1 + 4 + cl + -- 15 + of 


+ 13 + 1 + 16 + 1 + 


[ : 1 = 1 ] 


= 2 ( 1 + 4 + 13 + 4 + 15 + oL °) 


- 2 ( -1 ) 


-2 . 


> abc = ( a + 4 ^ ) ( ^^ + 4 ^ ) ( ^^ + d ^ ) 


ஃ = a b c = ( cl + L * + ls + 1 ) ( * + + ) 


16 + 4 + 111 + 1 + + 410 


+ 12 + 15 


= ! * + + 4 + 1 +1 + 13 + + ol 


= 2 + + + 13 + 1 + 15 + 1 


2 -1 


எனவே வேண்டிய சமன்பாடு , 


x * - ( -1 ) * + ( - 2 ) x - 1 = 0 


அதாவது x + x " - 2 x - 1 = 0 ஆகும் . 

. 


எடுத்துக்காட்டு 7 : 

x - 3x + 1 = 0 -ன் தீர்வுகளில் ஒன்று a ஆயின் , 
- ( a – 2 ) -ம் கொடுக்கப்பட்ட சமன் பாட்டின் தீர்வு என 
நிறுவுக . 


வேண்டியதை நிறுவ , ( a " - 2 ) , ( 5 " - 2 ) , ( c - 2 ) இவற் 
றைத் தீர்வுகளாகக் கொண்ட சமன்பாட்டினைக் காண்போம் . 


y = a - 2 என்க 
a x 3 x + 1 = 0 -ன் ஒரு தீர்வா தலால் , 
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சமன்பாட்டுக் கொள்கை 


y = x - 2 என்பது பொதுத் தொடர்பாகும் . 


. + 2 = x 


x = v y + 2 


எனவே , வேண்டிய சமன்பாட்டினைப் பெற 3 - 3x + 1 = 0 - ல் 


x = v ] + 2 எனப் பிரதியிடவேண்டும் . 


. 


( y + 2 ) x - 3 x + 1 = () . 


. 


x y -x = - | 


அதாவது , 


x ( y - 1 ) - - 1 


ஃ x " ( y - 1 ) = 


1 


( 1 + 2 ) ( y - 2 ) + 1 ) 


: 1 


ஃ * - 2 ) + y + 2 ) " - 4 ) + 2-1 = 0 


ஃ . y - 3 ] + 1 = 0 ஆகும் . 


மாற்றியமைக்கப்பட்ட சமன்பாடும் கொடுக்கப்பட்ட சமன் 
பாடுகளும் ஒரே வடிவத்திலிருப்பதினால் , கொடுக்கப்பட்ட 
சமன்பாட்டிற்கு ( a – 2 ) -ம் ஒரு தீர்வு எனக் காண்கின்றோம் . 


எடுத்துக்காட்டு 8 : 

4 , B , y என்பன 
களெனின் 


x + 2 x " 


- x 


3 . 


0 -ன் 


தீர்வு 


I + 3 
4--2 


+ 


B + 3 
B 2 


+ 


Y + 3 
Y -2 


ன் 


மதிப்பைக் காண்க . 


வேண்டியதைப் பெற நாம் , 
4 + 3 B + 3 

Y + 3 
1-2 B - 2 ) 

வைத் தீர்வுகளாகக் கொண்ட 

Y - 2 
சமன்பாட்டைக் காண்போம் . 
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இங்கு , 


+ 


1 + 3 

எனக்கொள்வோமாயின் , 
d -2 


x + 3 


} 


- 


--- 


என்பது பொதுத் தொடர்பாகும் . 


x + 2 - x - 3 = 


, B , Y - 
தீர்வுகளாகும் . 


( 1 ) -ன் 


: . ) ( x - 2 ) = ( x -- 3 ) 


x { y -- 1 ) = 2 y --- 3 


- .. 


2y + 3 
y - 1 


. 


வேண்டிய சமன்பாட்டினைப் பெற , 


-- 


27+ ) 


2 y + 3 
y 

1 


என , சமன்பாடு ( 1 ) -ல் பிரதியிட வேண்டும் . 


அதாவது , 


(13 + ) + 2 ( 2, + ) - ( + ) - 3 = 0 


( அதா வது ) 


T - 


( 2 ) + 3 ) * - + 2 ( 2y + 3 ) ( y - 1 ) - (2y + 3 ) (-) - 1 ) 


- 3 ( y - 1 " = 10 


அதாவது 


8y * + 36 y " + 18y + 8 


--- 8 ; * + 16 y " - 6 ) -- 18 


8 


- 2 y * + 4 y + 2 - 3 


-- 3 * + 9y -9 y + 3 = ) 
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சமன் பாட்டுக் கொள்கை 


அதாவது 


வேண்டிய 


சமன் 


11y * + 62 / " + 7 y -- 10 = 0 நமக்கு 
பாடாகும் . 


Y + 3 


+ 3 B + 3 
- 3 - - - - இதன் தீர்வுகளா தலால் , 3 


- 


1+ + 8 + 3 + + 


B + 3 
B - 2 


Y + 3 
Y - 2 


62 
11 


ஆகும் . 


பயிற்சி 


( 1 ) x + qx + 1 = 0 - ன் தீர்வுகள் d . , B , y எனில் , கீழே 
கொடுக்கப்பட்டுள்ளவற்றைத் தீர்வுகளாகக் கொண்ட சமன் 
பாடுகளைக் காண்க . 


(i ) BY + , y ol + B , d. B + Y 
( ii ) ( de B ) ( - Y ) (3 - y) , ( B - - ) , 

( y -- L ) ( y - B ) 


L 


olL 


( iii ) 


+ 


3 


Y 
B 


+ 


YY 
d 


+ 


* 


B 
odL 


B 


( iv ) , 8 , y 


( v ) 3 + - + ! - z + s- > 
( vi) 4( 2 + y) = ( y + 1) ( 1+ a 


( 


B ) 


( vii ) 


By - L 

_y_ol - B 
B + Y -2 Y + 2 B 


J B - Y _ 
1 + B - 2Y 


(viii ) s" + y , y + + 


od 


B 


y 
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( 2 ) B , y 

என்பன x " + px + ( x + r = 0 - ன் 
தீர்வுகளெனின் , 

கீழே கொடுக்கப்பட்டுள்ள வற்றைத் தீர்வு 
களாகக் கொண்ட சமன்பாடுகளைக் காண்க . 


9 


(( i ) , B , 


(( ii ) ot + 01 , B + 3 , Y * + Y 


( iii ) de ( B + y ) B ( y + L ) , 

Y , Y ( d + B ) 


( iv ) 3 " + Y " , y + , + 3 


. 


1 
( v ) + - 

BY 


>> B + 1 , + 


1 
d BB 


( 3 ) ! , B , Y என்பன x3 – 3 x + 1 = 0 - ன் தீர்வுகளா 
யின் , கீழ்க்கண்டவற்றைத் தீர்வுகளாகக் கொண்ட சமன் பாட் 
டினைக் காண்க . 


( i ) - 2 , B - 2 , Y - 2 


. 


* 


(( ii ) ( - 2) , ( 3 - 2 ) , ( Y 


- 2 ) 


1 

1 
( B - 2 ) ( y 

2 ) " " ( y - 2 ) " 


என்ற 


- 


( 4 ) , B , y என்பன : px + qx 
சமன்பாட்டின் தீர்வுகளானால் , கீழ்க்கண்டவற்றைத் தீர்வு 
களாகக் கொண்ட சமன்பாட்டைக் காண்க . 


| 


(6) 4 6 + + > By + ! , 41+ } 

* - / + 


( ii ) 


d 
B + y - 


Lty 


B + B- Y 


( 5 ) , B , Y என்பன x + ( x + r = 

0 

என்ற - சமன் 
பாட்டின் தீர்வுகளாயின் , கீழ்க்கண்டவற்றின் மதிப்பைக் 
காண்க 


( i ) ( 
( * + ) ( A + 3 ) ( 2 + + 


ச . கொ 8 


* + - 


- 


+ 
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சமன் பாட்டுக் கொள்கை 
1 1 

1 
( ii ) + 

d 
B + Y d Y + - B 

I ++ B- Y 
( iii ) ( B - y ) ( y al ) ( - B ) 

(( 6 ) x - 7xs + 8 x " - 5 x + 10 = 0 - ன் தீர்வுகள் .. , B , 
Y எனில் , 

( 1 + 2 ) + ( B + 2 ) + y + 2 ) = 166 என நிறுவுக .. 

( 7 ) , B , y என்பன x + 2 x + 3x + 3 = 0 என்ற 
சமன்பாட்டின் தீர்வுகளெனின் , 
ool B " 

y 
+ + 

13 
( +1) 

( B + 1) ( y + 1 ) 
என நிறுவுக . 

( 8 ) d , B , Y , 8 என்பவை x + px + 4 + rx + 5 
0 என்ற சமன்பாட்டின் தீர்வுகளெனின் , 
( 1 + 4 * ) ( 1 + B ) ( 1 + Y " ) ( 1 + 8 ) 

(s - ( + 1 ) + ( r - p ) 
என நிறுவுக . 
( 9 ) , B , y என்பவை 

B , y என்பவை a . x3 + 3 a , " + 3 a , x + as 
0 - ன் தீர்வுகளானால் , 


கா 


( 21 - B - y ) ( 2 B - Y - ) ( 2 y - . - B ) 


- 27 ( as a - 3a, ala, + 2a , 3 ) 

alo 


என நிறுவுக . 


( 10 ) x 3 + x " - 2 x -- 1 = () என்ற சமன் பாட்டின் ஒரு 
தீர்வு 0 ஆனால் , 0 * -- 2 மற்றொரு தீர்வு என நிறுவுக . 


( 11 ) x " ( x + 1 ) --- K ( x - 1 ) ( 2 x + x + 1 ) = 0 என்ற 

4 + 1 
சமன் பாட்டின் ஒரு தீர்வு ஆனால் , 

ம் ஒரு தீர்வு என 

- 1 
நிறுவுக . 


சமன் பாடுகளின் மாற்றமைப்புகள் 
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( 12 ) * + a x3 – 6 x " - a * + 1 = என்ற சமன்பாட்டின் 


. 


ஒரு தீர்வு ! எனின் , 


1+ 4 

-ம் ஒரு தீர்வு எனவும் , மற்ற இரு 
L 


தீர்வுகள் 


1 

- 1 


என . நிறுவுக : 
3. +1 


( 13 ) 1 , B , Y என்பன a x3 + 3 bx + 3 x + d = 0 
என்ற சமன்பாட்டின் தீர்வுகளெனின் , 13 , B3 , y3 இவற்றைத் 
தீர்வுகளாகக் கொண்ட சமன்பாடு 
as y3 + 3y " ( a " d + 963 - 9 a b c ) 

( * ) 


+ 3y ( a d +93 - 9 b c d ) + d3, = 0 ) 


என நிறுவுக .. 


( 14 ) J , B , Y , 8 என்பன , 


a.x * + 4ax + 6azx + 4a , x + a = 0 என்ற சமன்பாட்டின் 
தீர்வுகளெனின் , ( By + 8 ), ( y + B8 ) , ( JB + y8 ) இவற்றைத் 
தீர்வுகளாகக் கொண்ட சமன் பாடு காண்க.. - மாற்றியமைக்கப் 
பட்ட சமன் பாட்டில் இரண்டாவது உறுப்பை நீக்கியும் , தீர்வு 

ஆல் பெருக்கியும் பெறப்படும் மாற்றியமைக்கப்பட்ட 

2 
சமன்பாடு 


aa 


களை 


x3 – x / + 2J 


0 


என நிறுவுக . 


( 15 ) கீழே 

கீழே கொடுக்கப்பட்டுள்ள சமன் பாடுகளின் தீர்வு 
களின் வேறுபாடுகளின் இருபடிகளைத் தீர்வுகளாகக் கொண்ட 
முப்படிச் சமன்பாட்டுகளைக் காண்க . 


( i ) x -- 7x + 6 = 0 


( ii ) ** + 6x " + 7+ 2 = 0 


( iii ) x + 6x +93 + 4 = 0 
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சமன்பாட்டுக் கொள்கை 


OL 


( 1 ) ( i) gus - 902 + ( + 3r) ytor - ( 9 + r ) 

(9tr) = 0 


( ii ) Jus + 39 39 - ( 498 + 277 ) 


0 


( iii ) qui jo + 3r8 g t ( 37 * + 93 ) y + (r + 293 ) - 


0 


( iv ) 203 to 3rgia + 693 + 34 * ) y too 


0 


( v ) 8893 – 4999 --- 1 = 0 


( vi) yy* + 378 ) + ( 37 % + g ) y + r = 0 


( vii) 27ry3 – 99 * 38 + 9 = 0 


( viii ) pit --- 29 " ja - 599- ( 7 + 298 ) * 0 . 


( 2 ) ( i ) jo + ( 29 - b " ) + ( p * —2p ) angol = 0 


(ii) 28+ ( 29 + p - p ) y ? + ( q +9+ 3r – pq -- 2pr) y 

++ ( + 1.- pr ) = 0 


( iii) 08.- 29 30 + ( 98 + p ) y + ( * -p9 ) = 0 


( iv ) gue - 2 (0--24) + ( p * + 48 * q + 599--2pr ) y. 

- (p q -- 2p ", + 4pqr ---29 ?. — ) = 0 


( v ) me je - rp ( Imam )yo + q ( 1 - r ) y - (1-1) = 0 


( 3 ) ( i) 18 + 6y + 4y + 3 = 0 


( ii ) 2 - 1822 + 45z - 9 = 0 


( iii ) gye 


45yö + 18y-- 1 0 


( 4 ) ( i ) rys – 9 ( 1 + r ) 2 ++ ( 1 + r ) y - ( 1 + r ) $ 

- y + p ) * -0 
( ii ) ( p * - 4p9 + 87) y + ( 3 - 4p q + 12r ) 24 

+ ( 6r - p9 ) vtr = 0 


சமன்பாடுகளின் மாற்றமைப்புகள் 
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( 5 ) ( i ) 


- ( 1 + 24* ) 


( ii ) - 


(iii ) 


( 4034 277 ) 


( 15 ) ( i ) x3-42x " + 441x- 400 - 0 


( ii ) x - 30x + 225x 


68 = 0 


( iii ) x - 18 * + 81x = 


H 


. 


5 சமச்சீர் சார்புகள் 


( Symmetric Functions ) 


x , , x2 ... ... xn என்ற மாறிகளால் ஆன ஒரு பல்லுறுப்பு 
கோவையில் , ஒன்றிற்குப் பதிலாக மற்றொன்றை எம்முறையில் 
மாற்றினாலும் , அது மாறாதிருக்குமாயின் , அதனைச் சமச்சீர் பல்லு 
றுப்புக் கோவை (Symmetric Polynomial ) என்கின்றோம் . 


எடுத்துக்காட்டாக , 


12 + B2 + y : 

- B 

1B- By dy , 
43 + B3 + y3 - 3 . BY , 
( + B + Y ) BY , 
d , + d , + ... + can = Bd , 
d , d , dat dad3d , t L3d Ltd. d , da 

zol , 1 , 3 


3 . 


என்பன சமச்சீர் பல்லுறுப்புக்கோவைகள் அல்லது 

அல்லது சமச்சீர் 
சார்புகளாகும் . 


2 = f , = f , 


I did , d = f3 , 


* 
-- 


--- 


2 1 d . , 3 ... d = d ., ol2 dy d ..... dn = f » என்பன 
தொடக்க சமச்சீர் சார்புகளாகும் . ( Element ary symmetric 
functions ) 
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சமச்சீர் சார்புகள் 


இங்குக் கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டின் தீர்வுகள் ... .. 
....... எனின் , 1 

,,, ........ களால் ஆகிய சமச்சீர் சார்பின் 
பதிப்பைக் காண்பது நமது நோக்கமாகும் . 


1. கொடுக்கப்பட்ட சமன் பாட்டின் தீர்வுகளால் ஆகிய 
சமச்சீர் சார்பினை அதன் கெழுக்களின் சார்பாகக் காணல் 
( To express symmetric function of the roots of a given equation 
in terms of its coefficients ) 

1 , 12 , ... 01 , என்பன 
x + Pix -1 + ....... + p . 0 என்ற சமன்பாட்டின் தீர்வு 
கள் எனக் கொள்வோம் . 


நாம் முன்பு கண்டபடி , கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டின் 
தீர்வுகளால் ஆகிய சமச்சீர் சார்புகளாவன : 


.. 


m 


P. 


- 


I did , . 


11 , ... n = ( -1 ) P. 
கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாடு 


0 


as an + a , xn - 1 + ... + a 1x + an 


என்ற வடிவத்தில் இருப்பின் , தீர்வுகளால் ஆகிய 

ஆகிய சமச்சீர் 
சார்புகள் 


al 


41 


ao 


d , 


: 


I d , L , 


ao 


i am 


Ed , dz ... den 


( -1) " 


do 


என்பனவாகும் . 


இவற்றை முறையே E ) E2 ... E , எனக் குறிக் 


கலாம் . 
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சமன் பாட்டுக் கொள்கை 


சார்புகள் 


(( Rational symmetric 


2. விகிதமுறு சமச்சீர் 
functions ) 


* , * 2 , 


... xn என்ற மாறிகளால் ஆகிய 


P ( x , x2 ......xn ) 
g ( x1 , x2 , ...... 

.....xn ) 


என்ற விகிதமுறு சார்பானது , மாறிகளின் எல்லாவிதமான 
வரிசை மாற்றங்களுக்கும் ( Permutations ) மாறாதிருக்குமாயின் , 
அச்சார்பை விகிதமுறு சமச்சீர் சார்பு என்கிறோம் . 


எடுத்துக்காட்டாக , 


+ 


+ 


Y 
1+ B 


B + Y 


என்பது , , B , Y- க்களாகிய விகிதமுறு சமச்சீர் சார்பாகும் . 


[ குறிப்பு : மேலே கூறப்பட்ட சமச்சீர் சார்புகளின் மாறிகள் 
சமன்பாட்டின் தீர்வுகளாகும்பொழுது , 

அதாவது எண்களா 
கும்பொழுது , அவைகள் 

திட்டமான எண்களாகின்றன . 
ஆகவே , அவற்றைச் சார்புகள் என வழங்குவது தவறு தான் . 
எனினும் , வழக்கத்தில் அவற்றைச் சார்புகளாக ஏற்றுக்கொண் 
டுள்ளோம் . ) 


+ 


0 என்ற 


Pn = 


3 . xn + P1 xh - 1 + p , 

... ++ Pn = 0 

சமன் 
பாட்டின் தீர்வுகளாகிய சமச் சீர் சார்புகளில் , தொடக்க சமச் 
சீர் சார்புகளைச் சமன்பாட்டின் கெழுக்களின் மூலம் காண்பதை 
அறிவோம் . இங்கு மேலும் சில சமச்சீர் சார்புகளைச் சமன்பாட் 
டின் கெழுக்களின் மூலம் எவ்வாறு காண்பது எனக் காண்போம் . 
இங்கு நாம் சிலவற்றையே எடுத்துக்காட்டாகக் காண்கின்றோம் . 
மற்றவற்றைப் பழக்கத்தில் எளிதில் 

பின்பு 

அறிந்துகொள்ள 
லாம் . 


( 1 ) zd , = - p1 


( 2 ) = ( 1 )" - 22 , 1 , 


= p – 2 p2 


( 3 ) 2 < li = 2 1 2 , - , .. , 


சமச்சீர் சார்புகள் 
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z241 - { 

22411, -321 , 4 , 3 } 


- 


= ( p : - 2 p2 ) ( -- P. ) - ( 3ps -- P , P2 ) 
2 , = 3p , Ps – P , 3 - 3p3 . 


இன்னும் இது போன்றவற்றை எளிதாகக் கண்டறியலாம் . 
கீழ்க்கண்ட எடுத்துக்காட்டுக்களின் மூலம் சிலவற்றைக் காண 
லாம் . 


எடுத்துக்காட்டு 1 : 


d , B , Y , 8 என்பன 


x -7 x + 8 * -- 51 + 10 = () என்ற சமன்பாட்டின் 
தீர்வுகளாயின் , ( 1 ) 2 l , ( 2 ) 2 4 " BY , ( 3 ) 2 L B , 
( 4 ) 2 B , ( 5 ) z 44 -ன் மதிப்புகளைக் காண்க . 


1 , 3 , y , என்பன 


5x + 10 = 0 


என்ற சமன்பாட்டின் 


7x3 + 8 : 
தீர்வுகளாதலால் , 


} 


a + B + Y + 8 = > 1 = 7 


| 


4 B + y + 3 + By + B8 + Y 8 , 1 3 = 8 


od By + oly 8 + By 8 + lsa = 2 dLBy = 5 


dBy 8 = 10 ஆகும் . 


| 


( 1 ) = ( Ed ) - 22 B 


( 7 ) - 2 x 8 


49 - 16 


- 


33 . 


( 2 ) z al BY = z 4 By z z – 4 d By & 


= 5.7 - 4.10 


-5 . 
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சமன்பாட்டுக் கொள்கை 


( 3 ) 21 B = ( z L B ) - 22LBY 

( z L B) – 2 2 L* BY - 6 1 BY 8 
= (8 ) - 2 ( -- 5 ) - 6.5 
= 64 + 10 - 30 


( 4 ) 2 3 B 


(zL ) ( z B ) - 21" BY 

( 33 ) ( 8 ) - ( - 5 ) 
= 264 + 5 


269 . 


( 5 ) 1 


= ( 2 / ) " - 2 z l B 

( 33 ) - 2 ( 44 ) 
1089 - 88 


1001 


. 


எடுத்துக்காட்டு 2 

d , B , Y என்பன x3 + pa + qx + r = 0 - ன் தீர்வுகளா 
னால் , ( 1 + B ) ( 3 + y ) ( d / + y ) = 1 - pq என நிறுவுக . 

d , B , Y என்பன , 


x3 + px " + qx + 1 = 0 என்ற சமன்பாட்டின் தீர்வுகள் . 


எனவே , + B + y 
PP 

{ B + By + y = q 
L By = -1 


... ( 1 + B ) ( B + y ) ( y + d ) 

- {(a + B + y - 1/4 + z ) ^ }} 
= ( - p - y ) ( - p - al ) ( -p - B ) 

( p + y ) ( p + ) ( p + B ) 
{ P * + [ ++y) 

+ ( 3 +" 2"> + By ) + < B > } 
{ p3 + p ( -- p ) + p ( g ) - r } 


= 


1 


T 


pg . 


சுமச்சீர் சார்புகள் : 
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எடுத்துக்காட்டு 3 : 

, B , Y , x3 + p , * 2 + p , x + p3 = 0 என்ற சமன்பாட் 
டின் தீர்வுகளெனின் , 


( 2 - SY ) ( B " – Y Z ) ( y - d . B ) - ன் மதிப்பைக் 
காண்க . 

இதிலிருந்து 4 , B , Y பெருக்குத் தொடரில் இருப்பதற்கான 
நிபந்தனையைக் காண்க . 


d , B , Y , x3 + P , x " + p2 x + p3 = 0 - ன் தீர்வுகள் . 


. 


1 + B + Y = - P. 
A B + BY + ol y = p , 


1 -By == 


P3 


( - BY ) (/3 – Y al ) ( y - . B ) 

= 2 / * By - 2 3 33 

d By Z 13 - / 43 Bs 


= 


z ! = ( 2 L ) - 3 ( 2 d ) ( z ! B ) - 3 1 sy 


Σα3 

= - P ! – 3 ( – P1 ) ( p . ) - 3 ( - P3 ) 

= -p ; * + 3 px P2 + 3 ps 
z ! * B * = ( x / B ) - 3 ( 2 / 3 ) ( z L * BY ) 

- 3 L " B Y 


= ( zo B ) * – 3 d By ( z Al ) ( z B ) 


- 3 ( d By ) 


= ps3 – 3 ( - p3 ) ( p2 ) ( - P ) - 3p3 


= p , * - 3 pip , ps – 3 p3 


21 


ஃ * ( ! -- By ) == - rs ( _ * + 3 pip , + 3ps ) 

- p , + 3p , p , p * + 3 p33 
= p > * 23 – P , 
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சமன்பாட்டுக் கொள்கை 


d , B , Y பெருக்குத் தொடரில் இருக்குமானால் , ( -By ) 
( B -Y 2 ) , ( y " - B ) இவற்றில் ஏதேனும் ஒன் பூச்சியத் 
துக்குச் சமமாகவேண்டும் . எனவே , இம் மூன்றின் பெருக்குத் 
தொகை பூச்சியத்துக்குச் சமமாகும் . 


. 


* ( 1 - By ) 


0 ஆகும் . 


அதாவது Pr P3 – p, = 0 என்பது வேண்டிய நிபந்தனை 
யாகும் . 


எடுத்துக்காட்டு 4 : 


- 


-- 


2,3,7 , 

-x + 2 = 0 என்ற சமன்பாட்டின் 
தீர்வுகளாயின் , _ * B , Z + -ன் மதிப்பைக் காண்க , 
1 , B , Y , 8 x – 4x" - x + 2 = 0 -ன் தீர்வுகளாதலால் , 


4 + B + Y = 4 


A B + BY + Y = - 1 


வ 


2 By 


2 


- 


Σ β = Σαβ Σ 4 

22-31 BY 


= ( -1 ) ( 4 ) - 3 ( - 2 ) 


= 


2 . 


1 


Σ 


4 B 


-- ( z + ) -22 

- ( 2 ) -25 
- ( = } ) - 2x - 
- 44 


= 
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எடுத்துக்காட்டு 5 : 


u , B , y என்பன x* + p x " + q x + r = 0 - ன் தீர்வுகளாயின் , 
( B + Y - 2 2 ) , ( y + z – 2 3 ) . ( 1 + B- Y ) என்பவற்றைத் 
தீர்வுகளாகக் கொண்ட சமன்பாட்டைக் காண்க . 


S , = தீர்வுகளின் கூட்டல் 


B + y - 2 1 + y + 1 - 2 3 + 4 + B- 2 y 


= 0 


S , 


z ( B + Y - 2 2 ) ( y + z – 2 B ) 

E ( 1 + B + y - 3 1 ) ( 1 + B + Y - 3 B ) 
z ( - P - 31 ) ( --- p -- 3B ) 


ஃ S , = x ( p + 3 a ) ( p + 3 B ) 


-1 


3p + 6 + B + Y ) + 9 ( LB + BY + y ) 


= 3p + 6p ( - p ) + 9 4 


S : 


= 94 - 3p . 
( 3 + Y – 2 ) { y + d - 2s ) ( a + B - 2Y ) 
( ol + B + Y - 3 < l ) ( d + s + y - 3 B ) 


( 1 + B + Y - 3 / ) 


= ( - p - 3 al ) ( -- p - 3 B ) ( - p - 3Y ) 


( p + 31 ) ( p + 3B ) ( p + 3Y ) 


p + 3p ( d + B + y ) 


4y ) - 7 4 5 ) 


+ 9p (dB + By + dy) - 27 BY 


{ p3 + 3p ( - p ) + 9p ( g ) + 27 ( - r ) } 


= 2p3 - 9pq + 271 . 


- 
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சமன் பாட்டுக் கொள்கை 


வேண்டிய சமன்பாடு 


* 3 


S , x + S , x 


- 


S ; = 0 . 


அதாவது 


x3 + ( 9q -- 3 p ) x - ( 2p3 – 9 p q + 27 1 ) = ) 


ஆகும் . 


- 


1 


டாயிற்சி 


1 


( 1 ) 1 , 3 , y என்பன 3 + px + + 1 == 0 - ன் 

1 
தீர்வுகளாயின் , 24 , 
2B 
, 2 , 2 2 

u B 
EB y -ன் மதிப்புகளைக் காண்க 


L 


0 -ன் 


( 2 ) 4 , 3 , y என்பன . + px" + 4 + T 
தீர்வுகளானால் , 


1 


- ன் 


2 


B2 + 1 
Σ 

BY 
மதிப்புகளைக் காண்க 


B 


-ன் 


தீர்வு 


+ 


i 


( 3 ) A , B , y என்பன : 3 4 x2 | x + 2 
களானால் , 1 * B * -ன் மதிப்பைக் காண்க .. 


( 4 ) , B , y என்பன x + q x + r = 0 -ன் தீர்வுகளானால் 
1 

-ன் மதிப்பைக் காண்க 


28 + Y 


( 5 ) . , B , Y என்பன x + px + ( x + r = 0 - ன் தீர்வு 
களானால் , ( J / + B ) ( B + y ) ( y: + L ) = r - pg என நிறுவுக . 


( 6 ) 4 , B , Y , 8 என்பன x + p x + 4 * 2 + r x + s = 0- ன் 

1 1 

1 . 
தீர்வுகளானால் ) 2 

( iii ) - 
L 

12, 


d 


( iv ) - 


( v ) E L , ( vi ) . Y L ? B , ( vii ) 2 42 By 


BY 


( viii ) 22 B2 - ன் மதிப்புகளைக் காண்க . 
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( 7 ) d . , B , Y , என்பன x + a x + bx + c = 0 என்ற 
சமன் பாட்டின் தீர்வுகளானால் , . B , py , y 1 என்பன 
வற்றைத் தீர்வுகளாகக்கொண்ட சமன்பாட்டைக் காண்க . 


= 


0 


( 8 ) 1 , B , Y 

என் பன 

as x + 34, x2 + 3a2 x + a , 
என்ற சமன் பாட்டின் தீர்வுகளானால் 


18 ( ay 


2 


--- 


1. a ) 


( B - Y ) 2 + y ) + (d- B ) 2 
என நிறுவுக . 


18 


3ax + b = 0 என்ற சமன் 


( 9 ) 1 , B , Y , 

என்பன 
பாட்டின் தீர்வுகளானால் , 


L ( d - B ) ( cl - Y ) = 9 4 என நிறுவுக . 


( 10 ) L , B , Y , என்பன , x * + p x" + qx + r = 0 என்ற 
சமன்பாட்டின் தீர்வுகளானால் ( i ) ( 1 + B ) , ( B + y ) , ( y + 1 ) 
( ii ) ( B + y ) . B ( y + ) , y + B ) வைத் தீர்வுகளாகக் 
கொண்ட சமன் பாட்டைக் காண்க . 


( 11 ) 1 , ,, .... ... ... ... என்பன xn + px x - n_1 + 
+ p = 0 என்ற சமன்பாட்டின் தீர்வுகளானால் , 


L ( 4. 


. , ) = ( n --1 ) pi - 2 n p2 என நிறுவுக . 


( 12 ) x + px " + qx + r = ) - ன் தீர்வுகள் , B , y 
எனின் , ( 4 + 1 ) - ன் மதிப்பைக் காண்க . 


விடை 


( 1 ) p - 2q , 31 -pq ; 3p4 - 3r - P* ; 


+ ; - 2 pr ; - + . 
( 2 ) P , - 3 ; 

-- 2 


pa 


24 


1 


( 3 ) 17 . 


( 4 ) - 
( 6 ) ( i ) - + ; ( i ) + ; (ii ) -241 , 
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- p4 


( iv ) 31 


. 


( v ) p. - 21 ; ( vi ) 37 - pg ; 


S 


( vii ) pr - 47 ; ( viii ) ( - 2pr + 25 . 


( 7 ) x 


6x " + ac - 

c = 0 . 


( 10 ) ( i ) x + 2 px" + ( p " + q ) x + p q _r = 0 


(ii) x * – 2 qx " + ( 4 + pr ) x + x " -- p q r = 0 . 


( 12 ) ( r - p ) + ( 4 - 1 ) 


3. தேற்றம் : 


... am 


0 என்ற சமன் பாட்டின் தீர்வு 


- 


a x + 4 , x - 1 + 
கள் 12 4. எனின் , 


1 


1 


1 
x - od 


+ 


---... + 


La 


L. 


இங்கு f ( x ) = 0 கொடுக்கப்பட்ட சமன் பாடு . 


fx = 0 - ன் தீர்வுகள் ,, ,, . . எனில் , அடிப்படைத் 
தேற்றத்தின் படி 


f ( x ) = a , ( x - 4.1 ) ( x - 2 ) ...... ( x - .. ) ஆகும் . 


இங்கு , ஒரு மாறலியாகும் . 


இரு புறமும் மடக்கை காண , 


மடக்கை f ( x ) = மடக்கை { a , ( 


1 ) 


* 


42)... ( x - d , )} 


= மடக்கை a , + மடக்கை ( 1 


c ) --- 


---- மடக்கை 


( 3 - J. ) 


இருபுறமும் x ஐப் பொறுத்த வகைக்கெழு காண 


. 


f ( x ) 


1 


1 


1 


+ 


+ .... + 


L , 


- 


La 


Ln 


எனக் காண்கின்றோம் . 
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4. f ( x ) = a , xn + a , x -1 + 
x - 1 + ... + - an 

என்ற சமன் 
பாட்டிற்கு 1 , 2 , ... என்பன தீர்வுகளானால் , 


S. 


Li + 1 + 


+ n = zur- ன் 


மதிப்பு 


x f ( x ) 
f (x ) 


ன் விரிப்பில் x - r - ன் குணகத்திற்குச் 


சம 


மாகும் . 


f ( x ) = 0 ன் தீர்வுகள் 4 d2 ... .... ஆயின் , 


f ( x ) = a . (x - 1 ) ( x - . , ) ... 

2 ) .... ( x - ... ) . 


$ 3 - ன் படி , 


f ( x ) 


1 


1 
- 


+ 


dei 


12 


+ ... + 


-- 


1 
da 


x f ( x ) 

f ( x ) 


: - * , + ; -4 , 


+ 


x- .. 


1 


1 


+ 


1 


deg 


1 


* 


* 


1 


+ ... + 


don 


1 


ஈருறுப்புத் தேற்றத்தினைப் பயன் படுத்தி வலப்புறமுள்ள 
உறுப்புகளை ஒவ்வொன்றாகப் பிரித்தெழுதி , பிறகு பத்தி பத்தி 
யாகக் கூட்ட 


x f (x) = 1 


di 


Li 


LI 


+ 


+ * 


f ( x ) 


+ 


+ 


... 


* 


ச . கொ , --9 
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சமன் பாட்டுக் கொள்கை 


od1 , 


La 

+ 


+ 1 + 


da 
I 

+ ..... + 


+ 


T 


-- 


sss 


+ 
+ 


se 


da 


+ 1 + 


+ + 


od ² 

- + ... + 
* 


+ 


--- 


1 


+ } ( d , + ... + 4 ) 

+ - (4 + 4 , + ... + as ) 


+ 


+ 


1 


+ 


- 


( 4 + 4 + 


) + ... 


S1 


S2 


S. 


x f ( x ) 
- f ( x ) 


+ 


+ 


+ 


+ .. 


* 


* f ( x ) 
எனவே S. , -ன் -ன் கெழுவுக்குச் சமமாகும் . 


- 1 


5. நியூட்டன் தேற்றம் ( Newton s Theorem ) 

f ( x ) = x + pix -1 + p . xn- + ... + p n " 1 x + pa = 0 
என்ற சமன்பாட்டிற்கு 11 , , ...... தீர்வுகளானால் , கீழ்க் 
காணும் முடிவுகள் உண்மையாகும் . 


( i ) | < n ஆனால் , 


H 


S1 -- P1 = 0 


S , + PS + 2p2 = 0 


S + P , S , + p2 S1 + 3ps = 0 


... 


* 
.. 


... 


** 


S. + p1 Sr- + P , Sr- > + ... + rpr = 0 . 
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( ii ) r = n ஆனால் 


S , + Pi S-- + P.S -- + ..... pn Srn = 0 


நிரூபணம் : 
( i ) r < n 

f ( x ) = xn + p . xn- + p . x 1- + .... + px 


= 0 


1 


. 


: -1 , 


+ 


1 
+ x 

* 


: 


f ( x ) 


L , 


: 


f ( x ) 


|| 


f ( x ) 
x - , 


+ 


x - , 


( 1 ) 


f ( x ) 
+ ... + 

In 
f ( x) 

ஐக் காண்போம் . 
li 


முதலில் 


3 


x - 1 


x 7-1 + ( p1 + ) x . 


+ P1 x - + ... + P" 

+2 ( 
- 


o , x-" 


+ ( p , + p , 1 , + 21 ) 

* 1-2 + 


- 


( p . + ) x 7-1 + p2 x -- 


(( pr + d , ) x -1 -11 ( ps + . , ) x - + ... 

( p2 + Lip1 + 4,1 ) x n - 1 + p . x n = " 


( p . + d ., p + d .. ) x - 1 - . ( p . + 1p : + d . , ) 

xn = * + 
( p3 + pa 1 + p + 1 ) x 1- 3 


இதனைத் தொடர்ந்தால் , 


f ( x ) 
( x - 1 ) 


= x n_1 - + ( p : + ) x n- + ( p2 + p , d , 


+ ) x n - 3 + ( p3 + p + p , + ) x 1-4 

+ ஆகும் . 
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சமன்பாட்டுக் கொள்கை 


இவ்வாறு , ( 1 ) -ல் உள்ள 


f ( x ) 

1 , 


f ( x ) 
x - 3 


காணலாம் . 


எல்லாவற்றிற்கும் 
செய்தால் , 


அவற்றை ( 1 ) -ல் பதிலீடு 


x 1- + ( p , + 1 ) x 1. + ( p + 1 + 4,1) 

x 1.3 + 


+ x "-1 + (P1 + 4 ,) x n -2 + {p2 + p d , + 2 ) 

x n - 3 + 


+ 


+ 


... 


ses 


+ x 1-1 + ( p . + .. ) x n- 3 + (p2 + p , clx + cLn ) 

x n.3 + 
: f ( x ) = n x n_1 + ( n ps + Sy ) x n- * 


+ ( ap , + p , S , + S2) x n.3 + ... 


+ 


ஆகும் . 


.. 


( 2 ) 


f ( x ) = nx n + Pi ( n - ] ) x n - 2 

+ p , ( n - 2 ) x n_3 + ... + 


( 3 ) 


( 2 ) , ( 3 ) -ல் சமப்படிகளின் குணகங்களைச் சமப்படுத்தினால் , 


S , + npr = p . ( n - 1 ) 


. S , + n pi -- n p , + p = 0 


ஃ S , + p = 0 


( P 


S2 + P ; S , + np , = P2 ( n --2) 


S , + p , S , + 2 P2 = 0 


( 2 ) 


ss 
. 


--- 


S , + p S-- + ... + np , = p , ( n - r ) 
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. 


S + P , S + 


+ npr - npr + rp . = 0 


ஃ . 


S , + p , Sr1 + ... 


+ rp = 0 


ஆகும் . 


( ii ) ( r > n ) இங்கு 1 = n + k ஆகும் . 


11 , 2 , .... என்பன f (x ) 


0 - ன் தீர்வுகளாதலால் , 


0 


1," + p + ... + pa 


4 ஆல் பெருக்கினால் , 

d , n + k + p , ol , r + k - 1 + ... + Pa { k = 0 


.. 


1 + p -1 + 


+ pa oLr 


இது போலவே , 


2 + p 1,1-1 + ..... + pal , 


n = 


.. 


88 . 


- 


காம் 


: 


+ Pn L. - 


10 


இவற்றைக் 


4. + p -1 + .... 
கூட்டினால் , 


= 0 


எனப் பெறப் 


S , + p . S.- 1 + p , S-- + ... + pa Son 
படும் . 


... 


S .-- ம் , ( ii )- லிருந்து , 


எனவே (i ) - லிருந்து S. , S., 
S. , S. +1 , 

-ம் காணலாம் . 


1 


0 என்ற சமன் பாட்டின் 


6 .. f ( x ) 

= x + p , x - 1 + ...... + pa 
தீர்வுகள் 11 , , ... எனின் , 


S. 


மகை 


{ r (H )} 


ன் 


விரிப்பில் , 1 - ன் 


கெழுவாகும் , 


+ y + -2) + 2 + ...... + - 
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நிரூபணம் : 
f ( x ) = xn + p x 1-1 + ... + pm . 
= ( x - d ) ( x - , ) ... ( x - din ) 

ola. 
y 

I 
1 

1 - 2 ) 1 
மகைரா f 

( 1 - 3 ) + மகை ( 1-3) + 

+ மகை ( 1- dry ) 
di j 


by + 

+ 

+ 
2 

+ " 

L ya 
2 


f 


( 1 ) 


மகை 


I ry 


+ 


11 


- 


1 


- 


.." 


+ 


T 


+ 


ஃ 


மகை 


S. 


+ 1 ,+ + + + + + 
{ rf ( H } } | { 3 ) + * + 

y + ...) 
{ r f { } ) } 

{ * 1 ( 4 ) } 


+ 


T 


ST 


. 


மகை 


-ன் விரிவில் y -ன் கெழு 


T 


- 


T மகை 


- ன் விரிவில் y r -ன் கெழு = S . 


எடுத்துக்காட்டு 1 : 

an + Y x 7-1 
படிகளின் கூட்டுத் தொகை 


+ p , -3 


+ p = 0 - ன் தீர்வுகளின் முப் 
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3 px P , --P. - 3ps என நிறுவுக . 


சமன்பாட்டின் தீர்வுகள் -1 , 2 , 


an என்க . 


.. S = 1 + 4 , + ... + 1 . 


( 1 ) 


S , = - p1 


S2 + p , S1 + 2p , = 0 


ஃ S , = - 2p , -p , Si 


( 2 ) 


: 


= - 2p , + P. 


Ss + P1 S2 + p2 S , + 3p3 = 0 
: S , + Px ( P: - 2 p2 ) + p , ( --p1 ) + 3p3 = 0 


S3 + P1 


- 


2 pp , -- p1p, + 3p3 = 0 


ஃ S3 = 3p1 P. _ Pi * -- 3p3 ஆகும் . 


. 


எடுத்துக்காட்டு 2 : 

* - 3 : + 5 x – 12 x + 4 = 0 -ன் தீர்வுகளின் ஐம்படி 
களின் கூட்டுத்தொகை காண்க . 


சமன்பாட்டின் தீர்வுகள் 1 , 8 , Y , . என்க . 


- : S. 


= 25 + B + Y , + காணவேண்டும் . 


இங்கு P1 = - 3 


P = 5 


* 


p3 


12 


4 


S. + p , = 0 


ஃ S1 


வ 


p . 


( 1 ) 


3 


* 
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Sz + pS , + 2p2 = 0 


S , - 9 + 2 * 5 = 0 


ஃ 


Sz = - 1 


- 


.. 


-- 


( 2 ) 


S : + pqS2 + p , S , + 3p : - 0 


S3 + ( - 3 ) ( -1 ) + ( 5 ) ( 3 ) +3 ( -12 ) = 0 


S : +3 + 15 -36 = 0 


. S = 18 


( 3 ) 


... 


S. + P1S , + p , S , + pas , + 4p . = 0 


S. + ( -3) ( 18 ) + ( 5 ) ( - 1 ) + ( -12 ) ( 3 ) + 4.4 


0 


.. 


S. 


* 


79 


( 4 ) 


S. + PS , + p , S3 + p3S , + PS + 5ps 


0 


S. + ( -3 ) ( 79 ) + ( 5 ) ( 18 ) + ( - 12 ) ( - 1 ) +4 ( 3 ) = 0 


* S , - 237 +90 + 12 + 12 = 0 


ஃ . S. 


- 
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எடுத்துக்காட்டு 3 . 

** + 3x + 9 0 - ன் தீர்வுகளின் 9 ஆவது 
கூடுதல் பூச்சியம் என நிறுவுக . 


படிகளின் 


f ( x ) = ** + 3x +9 என்க . 


... 


r (J )- } +3+ , 

( H ) - ) { 1 + 3 + ) 
* // ( H ) - 


ஃ 


1 + 3 + 9y 
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ஃ மடக்கை f 


( 9 ) 

= மடக்கை { 1 + 3y +9 } 


= 3y ( 1 + 3y ) - [3)"(1+ 33] ] 


2 


+ 


[ 3 ] ( 1 + 31 ) 

3 


[ 3y ( 1 + 3y )] 

4 


. 


y- ன் கெழு = 3 3 -34. 3 


3 * - 


35 = 0 


- 


. 


9 ஆவது படிகளின் கூட்டுத் தொகை பூச்சியமாகும் . 


எடுத்துக்காட்டு 4 : 


* + 3x +9 = ( ) -ன் தீர்வுகள் 1 , B , Y எனின் , S , = 19 
+ B + Y , S = 1-4 + -B - 4 + Y - 4 -ன் மதிப்பைக் காண்க . 


இங்கு p = 1 , 


p1 = 0 


. 


P2 


3 


ps = 9 


S. + p , = 0 , 


. S 

Si = 0 


S2 + P.S , + 2p2 = 0 


S ? = --2pa 


- 


-6 


இங்கு 7 < 3 . 


1-3 - க்குக் கொடுத்துள்ள சமன்பாட்டை S- ஆல் பெருக்கு . 


xr + 3xr - 3 + 9xr - 8 


= 0 


( 1 ) 


- 


* 
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சமன்பாட்டுக் கொள்கை 


( 1 )-ல் , x- க்கு , B , Y , என்ற தீர்வுகளின் மதிப்புகளை ஈடு 
செய்து , வரும் சமன்பாடுகளைப் பத்தி பத்தியாகக் கூட்ட , 


S , +3 S.- , + 9S , -3 = 0 எனக் கிடைக்கின்றது .. 


இதில் 7 = 3 என வைக்க , 


S3 + 3S , + 9S . = 0 எனவாகிறது . 


r = 4 என வைக்க , 


S. +382 + 9S , = 0 


T = 5 எனில் , 


S , + 3S , + 9S2 = 0 


r = 6 எனில் , 


S. + 3S , + 9S , = 0 


7 ,, 


S , + 3S , + 9S . 

= 0 


r = 8 


8 ,, 


S , + 3S , + 9s , = 0 


, 


0 


1 = 9 ,, 


S , + 3S , + 9S ; = 0 


t = 2 ,, 


1 = 1 ,, , 


S2 + 3S , + 9S - 1 = 0 
S , + 3s - 1 + 9s- , = 0 
S. + 3s- , + 9s- , = 0 
S - 1 + 3S- : + 9S 
- 

= 0 


r 

= 0 ,, 


- 1 , 


, 


இத் தொடர்புகளில் , 


S1 = 0 , S. = 3 , S2 = -6 எனப் பிரதியிட 


S. , S. , 
கிடைக்கும் . 


S , - , 
S., S -1 , S- ,, S - 3 , S- , இவற்றின் மதிப்பு 


S = 0 


S, --6 
S3 - 3 ( 0 ) -9 ( 3 ) 
S. = --3 ( -6 ) -9 ( 0 ) 


-27 


18 


சமச்சீர் சார்புகள் 
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S , = -3 ( -27 ) -9 ( -6 ) 


81 + 54 


135 


S. = - 3 ( 18 ) - 9 ( -27 ) 


- 54 +243 


189 . 


S. 


- 3 ( 135 ) -9 ( 18 ) 


-405 - 162 


-567 


S , 


3 ( - 567 ) - 9 ( 189 ) 


1701 


1701 


= 0 


. 


S- , 


( 1-6 ) 


( 1-6 ) - 3 ( 3 ) 

9 


- 1/3 


1 


S - 2 = 


0- 3 ( -1/3 ) 

9 


9 


S - 3 = 


--3 -3 ( 1/9 ) 

9 


1 
9 


S 


- ( -1/3) 


- ( - 1/3 ) - 3 ( -1 ) 

9 


13 
81 


- 


ஃ S , 


0 , S 


13 
81 


எடுத்துக்காட்டு 5 : 

1 2 ... n என்பன f ( x ) = () - ன் தீர்வுகள் , P ( x ) , x -ன் 
விகிதமுறு முழு எண் சார்பாயின் , p ( 4 ) + P ( 2 ) + 
+ p ( d . ) - ன் மதிப்பைக் காண்க 


f ( x ) = ( 


11) (x - 1.... (x - on) 
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சமன்பாட்டுக் கொள்கை 


.. 


f ( x ) 
f ( x ) 


- 


1 
x - 1 


-- 


+ 


11 
x - 2 , 


+ .. 


+ 


1 
x - den 


f ( x ) p ( x ) 

f ( x ) 


P ( x ) 


P ( x ) 
x - 1 


+ 


+ ... + 


P ( x) 

dn 


x - 1 , 


* 


இருபக்கமும் வகுத்து , இருபக்கங்களின் மீதியை மட்டும் 
எடுத்துக்கொள்வோமாயின் , 


+ R - 


R. x 7-1 + R , x n + 

f ( x ) 


p ( 1 ) 

11 


( 1 
+ 

x - d , 
+ 

P ( un ) 


... 


LA 


எனவே 


R , x- + R1 x n- + ... + Rn- , = z P ( c . , ) ( x - d . ,) 

( x = d . ) 


இருபக்கங்களிலும் உள்ள x -1 -ன் கெழுவை ஒப்பிட 


R. = p ( l ) + p { 2 ) + 


... + p ( dun ) எனப் பெறப்படும் . 


எடுத்துக்காட்டு 6 : 


d , B , Y , 8 என்பன x + ax + b = 0 என்ற சமன் பாட் 
டின்படி தீர்வுகளெனின் , 


S , 


= 40 + B 10 + Yo + 8 10 -ன் மதிப்பைக் காண்க . 


இங்கு 


P = 0 


p2 - 0 


p3 = a 


= b 


f ( x ) = x + a x + b என்க 


S 


x f ( x ) 

f ( x ) 


-ல் x -10 -ன் கெழுவாகும் . 


// 


90 
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சமச்சீர் சார்புகள் 


x f ( x ) 
f ( x ) 


x [ 4 x + a ] 
x * + 4x + b 


-- 


( 4 ++ ) 

1 + * + 
( 4 ++ ) | ++ ( * + + ] 
= (4+ + ) [ ++ ( 4 + + )) - 


1 
ல் 


ஃ . 


S 20 


x -10 - ன் கெழுவாகும் . 


2 


- ( +++ ) { 1 - + ( s + + ) + + ( +++ ) 

- + ( +++ ) + + ( + * ) | 
- + (+++ ) + = ( a++ ) 


6 


... ல் 


x -20 -ன் கெழுவாகும் . 


= 4 { - + ( - + * * + ( + + + )° } 

+ + { - (c ++ j } 


- ல் * - -ன் கெழு 


வாகும் . 


4 ! - + ( * ) ++ 6 , * } 

* { - - ( 54 , " ) } - 


ல் 


+ 


x- ன் கெழுவாகும் . 
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சமன் பாட்டுக் கொள்கை 


45 + 4-6c2 a b – 5c , ab " 


5. # 


- 4 65 + 4 . 


63.5 
1.2 


a b 


5. 


ab " 


1.2 


- 45 * + 60 a b 


10 a b 


..S , = 50 a b " - 4 b * 


பயிற்சி 


( 1 ) + 5x + 1 = 0 என்ற சமன்பாட்டின் தீர்வுகளின் 
11 ஆவது படிகளின் கூட்டுத்தொகை பூச்சியம் என நிறுவுக . 


( 2 ) a + b + c = 0 எனின் 


4 + 4 + - + * + c = + + என நிறுவுக . 


( 3 ) a + b + c + d = 0 எனின் 


a + 5 " + c + ds 

5 
என நிறுவுக . 


a + b + 2 + da 

2 


a + b + c + ds 

3 


( 4 ) . , B , Y என்பன x + 2 x – 3x - 1 = 0 -ன் தீர்வு 
1 1 

1 
களாயின் , 

518 என நிறுவுக . 
15 

B y " 


+ 


+ 


11 


முப்படிகளின் 


( 5 ) x * - pa " -- r = 0 -ன் தீர்வுகளின் 
கூட்டுத்தொகை + 37 என நிறுவுக . 


( 6 ) x - 6x + 11 x - 6 = 0 -ன் தீர்வுகளின் முப்படி 
களின் கூட்டுத்தொகை 36 என நிறுவுக . 


( 7 ) x 


தீர்வுகளின் 


முப்படிகளின் 


x " + x + 1 -ன் 
கூட்டுத் தொகை 3 என நிறுவுக . 


( 8 ) x + px + qx + s = 0- ன் தீர்வுகளின் நாற்படிகளின் 
கூட்டுத் தொகை 2p என நிறுவுக . 

(( 9 ) x + qx + r = 0 - ன் தீர்வுகள் . , B , y எனின் , 
3 S , S , = 5 S3 S , என நிறுவுக . 
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சமச்சீர் சார்புகள் 


( 10 ) x - x + ] = 0 -ன் தீர்வுகளின் 6 ஆவது படிகளின் 
கூட்டுத்தொகை 3 என நிறுவுக 


( 11 ) 2x - x + 3 = ( )-ன் தீர்வுகளின் 12 ஆவது படிகளின் 

213 
கூட்டுத்தொகை 

என நிறுவுக . 
16 


- 


( 12 ) m < n ஆக இருப்பின் , xn 2xn - 1 -2x r.- 2 

- 2x - 2 = 0 -ன் தீர்வுகளின் m படிகளின் கூட்டுத் 
தொகை 31 - 1 என நிறுவுக . 


( 13 ) m < n ஆக இருப்பின் , xh - px n_1 - px 7-3 
- px - p = 0 ன் தீர்வுகளின் 7 ஆவது படிகளின் கூட்டுத் 
தொகை ( p + 1 ) - 1 என நிறுவுக . ( r < n ) . 


( 14 ) f ( x ) = 0 -ன் தீர்வுகள் 0.1 , 4 ,, ...... .... ஆகவும் , 
P ( x ) -ன் படி ( n - 2 ) ஐ விட குறைவாகவும் இருக்குமானால் , 


Σ 


p ( 1 ) 
f ( 1 ) 

1 


= 0 என நிறுவுக . 


. 


ப 


* 


arxr + arrix 


-- 


+ a , xn- + a , xn- > + 

( Reciprocal Equations ) 
xn 

+ an- x + ar = 0 என்ற 

| 1 
சமன்பாட்டின் தீர்வுகள் 4.1 , 2 , ...... 

4. எனின் 

1 , , 


6. நிகர்மாற்றுச் சமன்பாடுகள் அல்லது 

தலை கீழ்ச் சமன்பாடுகள் 


- 


3 


2 


இவற்றைத் தீர்வுகளாகக் கொண்ட சமன்பாடு 


- 1 


+ 


+ ax +1 = ) 


ஆகும் என ஏற்கனவே கண்டறிந்தோம் . இங்கு நிகர்மாற்றுச் 
சமன் பாடு என்ன என்பதையும் , அதன் தன்மைகளையும் காண் 
போம் . 


1. நிகர்மாற்றுச்சமன்பாடுகள் : வரையறை : 
f ( x ) ) என்ற சமன்பாட்டின் தீர்வுகள் 1 , ,, 
1 1 

1 
on என்க . di do 

என் பனவும் , சமன் பாட் 

den 
டின் தீர்வுகளானால் , f ( x ) = 0 என்பது ஒரு நிகர் மாற்றுச் 
சமன்பாடு என வழங்கப்படும் . 


f ( x ) = xn + a , xn - 1 + a , xn- " + 

+ an 

(1) என் பதில் 
1 
3 - க்குப் பதிலாக , -- ஐப் பிரதியிட்டாலும் , f ( x ) = 0 என்ற சமன் 
பாட்டின் தன்மை மாறாதிருப்பின் , f ( x ) = 0 ஒரு நிகர்மாற்றுச் 
சமன் பாடாகும் . 


an xh + an = 1 tn - 1 


பக 
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நிகர் மாற்றுச் சமன்பாடுகள் அல்லது ...... சமன்பாடுகள் 


நிகர்மாற்றுச் சமன்பாட்டின் தன்மைகள் ( Properties of 
Reciprocal Equations) 


2. தேற்றம் 

f ( x ) xih + ay xn - 1 + ............ = 0 என்ற சமன்பாடு ஒரு 
நிகர் மாற்றுச் சமன்பாடானால் an = + 1 ஆகும் . 


f ( x ) = ( ) ஒரு நிகர் மாற்றுச் சமன்பாடாதலால் , f ( x ) = 0 

1 1 
என்பதின் தீர்வுகள் ,,, எனின் 

Lo 
சமன்பாட்டின் தீர்வுகளாகும் . 


1 ........ ம் 


எனவே , 


நாம் ஏற்கெனவே அறிந்ததின் வாயிலாக 


wn + d xn - 1 + ......... + an 


* 


+ . 


+ 1 = 0 


என்ற இரு சமன்பாடுகளும் முற்றொருமைகள் என்பது தெளிவு . 
அதாவது இவற்றின் தீர்வுகள் சமம் . எனவே , இவ்விரு சமன் 
பாட்டின் கெழுக்களையும் ஒப்பிட்டால் , 


1 


4 ) 


ar 


an 
1 


In 


an - 1 


an r 


எனப் பெறப்படும் . 
இங்கு 


1 


K 


an 
1 


- 


an 


an 


. 


1 


am 


K + 1 


- 


+ - + 1 


a , = + 1 


an - 1 


. 


ச . கொ . 


10 
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சமன்பாட்டுக் கொள்கை 


அதாவது 


aa 


i. 


+1 


1 


an - 1 


+ a , 


an 2 = + a , 


எனக் காண்கிறோம் 


எனவே an 


+ 1 எனக் காண்கிறோம் . 


இதிலிருந்து நாம் அறிவது யாதெனின் , கொடுக்கப்பட்ட 
சமன்பாடு ஒரு நிகர்மாற்றுச் சமன்பாடாயின் , சமன்பாட்டின் 
முதல் உறுப்பிலிருந்தும் , இறுதி உறுப்பிலிருந்தும் சம தூரத்தில் 
உளள கெழுக்கள் எண் மதிப்பளவில் சமம் என்பதும் , அவற் 
றின் குறி ஒரே குறியீடாகவோ அல்லது மாறுபட்ட குறி 
யீடாகவோ இருக்கும் என்பதாகும் 


3 . 

an + 1 என்பதிலிருந்து நிகர் மாற்றுச் சமன்பாடு , 
களை இரு வகையாகப் பிரிக்கலாம் . 

ax = + 1 எனின் , அந் 
நிகர் மாற்றுச் சமன்பாடுகளை முதல் வகையைச் சேர்ந்தவை 
எனவும் , an -1 எனின் , இரண்டாம் வகையைச் சேர்ந்தவை 
எனவும் பிரிக்கலாம் . 


சமன்பாடு 


முதல் வகையைச் சேர்ந்த நிகர் மாற்றுச் 
காடுக்கப்பட்டிருப்பின் 


ar - 1 


ay , an , 


12 ) 


... 4 


an - 1 , an = 1 எனக் காண்கிறோம் . 


இரண்டாம் வகையைச் சேர்ந்த நிகர்மாற்றுச் சமன்பாடு 
கொடுக்கப்பட்டிருப்பின் , 


( m 


1 , (an - 1 


Ast 


- 


ayy 


ப 


* 


an - 2 


da , 


--- 


- 


a . 


an - ஆகும் . 


இங்கு நாம் கவனத்தில் கொள்ள வேண்டியது , கொடுக்கப் 
பட்ட சமன்பாடு இரட்டைப் படித்தான சமன்பாடாக இருப்பின் 
சமன்பாட்டின் தன்மை எப்படி இருக்கும் என்பதாகும் . 


நிகர் மாற்றுச் சமன்பாடுகள் அல்லது 


சமன்பாடுகள் 
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சமன் பாட்டின் படி n = 21 என்க . எனவே இரண்டாம் 
வகையைச் சேர்ந்த சமன் பாடு கொடுத்திருப்பின் , 


1 


am 


am ஆகும் . 


அதாவது am 0 . 

எனவே , 

இரண்டாம் வகையைச் 
சேர்ந்த 

ரட்டைப்படித்தான நிகர் மாற்றுச் சமன்பாட்டில் 
நடு உறுப்பு இருக்காது ( Middle term is absent ) என அறி 
கின்றோம் . 


ஓர் ஒற்றைப்படித்தான நிகர் மாற்றுச் சமன்பாடு கொடுத் 


திருப்பின் , அதன் தீர்வுகள் , , 

, 


1 
d 


B. - 


என்ற 


- 


வடிவத்திலும் , 8 


+ என்ற வடிவத்திலும் இருக்கும் . அதா 


வது இச் சமன்பாட்டில் தீர்வுகளில் ஒரு தீர்வு அதன் தலைகீழ் 
எண்ணுக்குச் சமம் . 


= 1 


8 = + 1 


அதாவது ( + 1 ) அல்லது ( - 1 ) சமன்பாட்டின் ஒரு தீர்வு 
என அறிகின்றோம் . முதல் வகையைச் சேர்ந்ததாயின் , அந் 
நிகர் மாற்றுச் சமன்பாட்டின் தீர்வுகளில் ஒன்று -- 1 என்றும் , 
இரண்டாம் வகையைச் சேர்ந்த சமன்பாடாயின் , அதன் 
தீர்வுகளில் ஒன்று ( + 1 ) என்றும் காண்கின்றோம் . 


எனவே , ஒற்றைப்படித்தான முதல் வகையைச் சார்ந்த 
நிகர் மாற்றுச் சமன்பாடாயின் , அதன் காரணிகளில் ஒன்று 
( x + 1 ) எனவும் , இரண்டாம் வகையைச் சேர்ந்ததாயின் , 
அதன் காரணிகளில் ஒன்று ( x - 1 ) எனவும் அறிகின்றோம் . 


இனி இரண்டாம் வகையைச் சார்ந்த இரட்டைப் படித் 
தான நிகர்மாற்றுச் சமன்பாட்டினை நோக்குவோம் . இங்குக் 
கொடுக்கப்பட்ட சமன் பாட்டினை 


xn - 1 + a , x (an- - 1 ) + ... 


O 


: 


என்ற வடிவத்தில் எழுதலாம் . 
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சமன்பாட்டுக் கொள்கை 


இதில் ( -1 ) ஒரு காரணியாகும் . இக்காரணியை விலக்கிப் 
பெறப்படுவது முதல் வகையைச் சேர்ந்த இரட்டைப் படித்தான 
நிகர் மாற்றுச் சமன்பாடாகும் . 


( 4 ) மேலே கண்டவற்றிலிருந்து நாம் கீழ்க்கண்டவற்றைக் 
காண்கின்றோம் . 


( i ) f ( x ) = xn + a , x -1 + . . + a , = 0 என்ற நிகர்மாற் 
றுச் சமன்பாட்டில் an = + | என்பதைப் பொறுத்து , f ( x ) = 0 
முதல் வகையை அல்லது இரண்டாம் வகையைச் சேர்ந்தது 
என்கின்றோம் . 


( ii ) f ( x ) = (0 ஓர் ஒற்றைப்படித்தான நிகர்மாற்றுச் சமன் 
பாடாயின் , an * + 1 என் பதைப் பொறுத்து , சமன்பாட்டின் 
காரணிகளில் ஒன்று ( x + 1 ) அல்லது ( x - 1 ) ஆக இருக்கும் . 


( iii ) f (x ) = () ஓர் இரட்டைப்படித்தான இரண்டாம் வகை 
யைச் சேர்ந்த நிகர் மாற்றுச் சமன்பாடாயின் , அதன் காரணி 
களில் ஒன்று ( x - 1 ) ஆகும் . 


( iv ) f ( x ) = 0 என்ற நிகர் மாற்றுச் சமன்பாடு ஒற்றைப் 
படித்தான முதலாம் அல்லது இரண்டாம் வகையைச் சார்ந்த 
தாகவும் , அல்லது இரட்டைப் படித்தான இரண்டாம் வகை 
யைச் சார்ந்தமாகவுமிருப்பின் , f ( x ) 0 -ன் காரணிகளில் 
முறையே ( x + 1 ) ; ( x - 1 ) அல்லது ( 3 - 1 ) என்பதை நீக்கி 
முதல் வகையைச் சேர்ந்த இரட்டைப் படித்தான நிகர்மாற்றுச் 
சமன்பாட்டினைப் பெறலாம் . 


( v ) திட்டமான நிகர்மாற்றுச் சமன்பாடு ( Standard Reci 
procal Equation ) கொடுக்கப்பட்ட நிகர் மாற்றுச் சமன்பாடு , 
இருபடித்தான முதல் வகையைச் சேர்ந்ததாக இருப்பின் , 
அச் சமன்பாட்டை நாம் திட்டமான நிகர்மாற்றுச் சமன்பாடு 
என்கின்றோம் . 


இனி கொடுக்கப்பட்ட நிகர்மாற்றுச் சமன்பாட்டினை ஒரு 
திட்டமான நிகர்மாற்றுச் சமன்பாடாக மாற்றுவது , நிகர்மாற் 
றுச் சமன் பாடுகளைத் தீர்ப்பது என்பதைப் பற்றி பார்ப்போம் . 


( vi ) ஒரு திட்டமான நிகர்மாற்றுச் சமன்பாட்டினை அதன் 
அளவில் ( Dimension ) பாதியாக்க முடியும் . 


நிகர்மாற்றுச் சமன்பாடுகள் அல்லது 


சமன்பாடுகள் 
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.. 


ஓர் இரட்டைப்படித்தான நிகர் மாற்றுச் சமன்பாட்டினை 
நாம் திட்டமான நிகர்மாற்றுச் சமன்பாடு எனக் கண்டோம் . 
நாம் இப்பொழுது ஒரு திட்டமான நிகர்மாற்றுச் சமன்பாட்டை 
அதன் அளவில் எப்படிப் பாதியாக்குவது எனப் பார்ப்போம் . 


a . * 


3m + as x m_1 + ...... + am xm 

+ am xm + ...... 


...... + a x + a , = 0 


( 1 ) 


என்ல சமன்பாட்டை எடுத்துக் கொள்வோம் . 


இச் சமன்பாட்டை x : ஆல் வகுத்துக் கீழ்க்கண்டவாறு 
எழுதலாம் : 


+ 


4. ( ** + = ) + 4 , ( :-- + 1 ) - 

--- ( x + ) 


+ am - 1 


+ am 


= 0 


- ( 2 ) 


1 


1 


* + 


Z , xP + 


-- 


V. எனக் குறிப்போம் . 


* 


ஆனால் , 


நல் , ( x + + = H ) -"( x + + ) ( x + + ) 

-- | 


+ 


* p - 1 


அதாவது V2 + 1 = 7 Vp - V2 

P- க்கு 1 , 2 , 3 , ........ என்று மதிப்பு கொடுக்க 


V , = 7V, - V. 


= 7 - 2 


V : = Vz7 - V1 


= 7 ( 7 - 2 ) - 7 


= 2 - 37 
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சமன் பாட்டுக் கொள்கை 


V. = V.7- V2 

= 7 ( 7 * - 37 ) - ( 7 - 2 ) 
= 7 - 47 " + 2 


V. = V , 7 - V. 

= 2 ( 7 – 47 + 2 ) - ( K : - 3z ) 


1 


7 - 573 + 57 


90 . 


.. 
+ 


என்று பெறப்படும் . 


இம் மதிப்புகளைச் சமன்பாடு ( 2 ) -ல் பிரதியிட , சமன்பாடு ( 1 ) 
ஆனது 2 - ன் ஒரு m படிச்சமன் பாடாகும் . இவ்வாறாகக் கொடுக் 
கப்பட்ட திட்டமான நிகர்மாற்றுச் சமன்பாட்டை 

அதன் 
அளவில் பாதியாகக் குறைக்க முடியும் , 


எடுத்துக்காட்டு 1 : 

x " - 5x 4 + 9x -- 9x " + 5x - 1 = 0 ஐத் தீர் . 

இச் சமன்பாடு முதல் உறுப்பு , கடைசி உறுப்பு இவற்றி 
னின்று சமதூரத்தில் உள்ள உறுப்புகள் - எதிரெதிர்க் குறியினை 
யுடைய ஓர் ஒற்றைப் படைச் சமன்பாடாகும் . ஆகவே ( +1 ) 
இச் 

சமன்பாட்டின் ஒரு தீர்வாகும் . எனவே ( x - 1 ) ஒரு 
காரணியாகும் . 


: . " - 5x 4 + 9x 3 - 9x 2 + 5x - 1 


= ( x- ] ) [ ** --- 4 x 3 + 5 & " - 4x + 11 


= 0 . 


x " - 4 x + 5 x " -- 4 % + 1 = 0 ஐ " ஆல் வகுக்க , 


4 


1 


-- 


+8 


4.x + 5 


+ 


= () எனப் பெறப்படும் . 


* 


(* ++ ) = z என் . 


நிகர் மாற்றுச் சமன்பாடுகள் அல்லது 


சமன்பாடுகள் 
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7.- 2 - 4 7 + 5 = () 


7- 4 z + 3 = 0 


ஃ 7 = 3 அல்லது 7 = 1 


எனவே x + 


1 
3x 


= 3 


1 


அல்லது x + 


1 . 


* 


... x " + 1 - 3x = 0 


அல்லது x " + 1 – x = 0 , 


3 + 49 


19-1 
= 31 
, 15 


1 + 41-4 

2 


. 


- * + 


x + 4-3 

2 


எனவே கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டின் தீர்வுகள் 


1 , 


13, 111, -3 ஆகும் . 


எடுத்துக்காட்டு 2 : 

x * + 2 x + 2 x - 2x - 2x - 1- (0 ஐத் தீர் . 


இந்த இரட்டைப்படிச் சமன்பாட்டில் முதல் , இறுதி உறுப்பு 
களினின்று சம தூரத்தில் உள்ள உறுப்புகள் எதிரெதிர் குறி 
யுடனிருப்பதால் , ( + 1 ) -ம் , ( -1 ) -ம் தீர்வாகும் . 


எனவே , ( x " - 1 ) கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டின் ஒரு 
காரணியாகும் , 
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சமன்பாட்டுக் கொள்கை 


ஃ . x + 2.5 + 2 + - 2 x3 – 2x - 1 


= ( x " - 1 ) ( x + 2 x3 + 3 : " + 2x + 1 ) 


ஃ x + 2x + 3x + 2x + 1 = 0 


" ஆல் வகுக்க , 


2 


x " + x + 3 + 


= 0 


+ + 
- (+++ ) + 2 ( x + + ) + 3 - 4 


1 


* 


7 என்க . 


ஃ 7 - 2 + 27+ 3 = 0 


ஃ 7 + 27 + 1 = 0 


ஃ 7 


- 1 , - 1 


1 


. 


x + 


1 


ஃ . " + x + 1 = 0 


1 + 1-4 


-1 , 
- 1+ iv3 


2 


: . கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டின் தீர்வுகள் 

-- 1 + iv3 - 1 + iv 3 
1 , - 1 , 
2 

2 


எடுத்துக்காட்டு 3 : 

x * + 3x3 - 3x -- 1 = 0 ஐத் தீர் . 
இது ஓர் இரண்டாம் வகை இரட்டைப்படித்தான சமன் பாடு . 


153 


நிகர் மாற்றுச் சமன்பாடுகள் அல்லது ... ... சமன்பாடுகள் 


எனவே , இச் சமன்பாட்டிற்கு ( x - 1 ) ஒரு காரணி . 


ஃ . x + 3 x " - 3x -1 = ( x " - 1 ) ( x " + 3 x + 1 ) 


ஃ .. x + 3 x + 1 


O 


11 


3 + 19 - 4 

2 


- 3 + 15 

2 


எனவே , சமன்பாட்டின் தீர்வுகள் 


+ 1 , - 1 , - 3 + 15 

2 


எடுத்துக்காட்டு 4 : 

கீழ்க்காணும் சமன்பாட்டைத் தீர் : 


2 x + 7x + 9x * + 9 x " + 7 * + 2 = () 


நிகர் 


கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாடு ஓர் ஒற்றைப்படித்தான 
மாற்றுச் சமன்பாடாகும் . 


1 ஒரு தீர்வு ஆகும் . 


+ 2 x + 7 x 4 + 9 : * --- 9 x " + 7 x + 2 


= ( x + 1 ) (2 " x" + 5 x + 4 3 + 5x + 2 ) 


ஃ 2x4 + 5 + 4 x -- 5x + 2 = (0 


இது ஒரு திட்டமான நிகர் மாற்றுச் சமன்பாடாகும் . 


இதனை x ஆல் வகுக்க , 


2 x " + 5 x + 4 + + 2 


+ 


எனப் பெறப்படும் . 
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சமன் பாட்டுக் கொள்கை 


1. 


2 ( * + + ) + 5 ( x ++ ) + 


+ 4 = 0 


1 


x + 


|| 


7 என்க . 


2 


* x " + + - 2- 2 


ஃ . 2 ( 7 - 2 ) + 57 + 4 = 0 . 
... 27 +57 = 0 . 


ஃ 7 = 0 , 7 = - 


Nja 


X = ) ஆனால் , 


1 


x + 


0 


ஃ .. + 1 


- 


0 


+ 4-1 


-- 


+ 1 


ஆனால் , 


2 


* + + -- , 


ஃ . 2x " + 2 + 5 x = 0 . 


( x + 2 ) ( 2 x + 1 ) = 0 . 


10 


2. x = 


எனவே , கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டின் தீர்வுகள் , 


- 1 , - 2 , 


--- ) , + i ஆகும் . 


எடுத்துக்காட்டு 5 : 

கீழ்க்காணும் சமன்பாட்டின் தீர்வுகளைக் காண்க 


2 x - 15 x + 37 * - 37 x + 15 x - 2 = ) 


நிகர்மாற்றுச் சமன்பாடுகள் அல்லது 


சமன்பாடுகள் 
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இது ஓர் இரண்டாம் வகை ஒற்றைப்படித்தான சமன்பாடு . 


. x = 1 என்பது ஒரு தீர்வாகும் . 


ஃ கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டிற்கு ( x - 1 ) ஒரு காரணி 
யாகும் . 


( x - 1 ) என்ற காரணியை நீக்கினால் , 


2x - 13 x + 24 x - 13 x + 2 = 0 எனப் பெறப்படும் . 


இதை x " ஆல் வகுக்க , 


13 


வ 


2x 


13 x + 24 - 


-- 


= 0 


+ 


. 


2 (r ++ ) - 13 ( 1+ + ) + 


+ 24 = 0 


1 


x + 


= 2 என் க . 


* 2 ( z - 2 ) - 13 z + 24 = 0 


ஃ . 22 " - 137 + 20 = 0 


ஃ . 7 = 4 , 


K 


= 


teer 


7 = 4 ஆனால் , 


* 


1 


x + 


4 


. + 1 == 4x 


ஃ .. -3 - 4 x + 1 = () 


4 + 116 - 4 

2 
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4 + 112 

2 


x = 2 + v3 ) 


-- 


Z 3 


-- 


5 
2 


ஆனால் , 


1 
x + 

* 


5 
* 


x + 1 


-- 


5x 
2 


ஃ 


2x " - 5x + 2 = 0 , 


(( x - 2 ) ( 2x - 1 ) = 0 , 


.. 


x = 2 


* . 


கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டின் தீர்வுகள் 


1 , 2 , 1 , 2 + I3 


எடுத்துக்காட்டு 6 : 


x + 2ax + 4bx " + 8ax + 16 = 0 ஐ 
சமன்பாடாக மாற்றியமைக்க . 


ஒரு நிகர்மாற்றுச் 


பின்னர் அதையொட்டி 


M 


6x " + 16x " - 24x + 16 = 

24x + 16 = 0 ஐத் தீர்க்கவும் . 


ஒரு நிகர்மாற்றுச் சமன்பாட்டில் , 


pn - r 


pr 


x + 2ax + 4bx + 8ax + 16 


0 - ல் 


x = 2y எனப் பிரதியிட 


நிகர் மாற்றுச் சமன்பாடுகள் அல்லது 
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(2y ) + 2a (29 ) * + 4b (2y ) + 84 ( 2y ) + 16 = 0 


.. 16y + 16ay + 16by + 16ay + 16 = 0 


• y + aye + by + ay + 1 = 0 . 


. 


இது ஒரு நிகர்மாற்றுச் சமன்பாடாகும் . 


* 4 


6x : + 16x " 


24x + 16 = 0 - ல் , 


y = 2 ) எனப்பிரதியிட , 


( 29 ) - 6( 2y) + 16 ( 29 ) " - 24 ( 2 ) ) + 16 = 0 


ஃ . 16 

16 ; * – 48ye + 64y " -- 48y + 16 = 0 . 


y 3y " + 49 " - 3y + 1 = 0 என ஒரு திட்டமான 
நிகர்மாற்றுச் சமன்பாடு பெறப்படும் . 


இதனை " ஆல் வகுக்க , 


- $i + 4- + ) - 0 . 
( 7 + } ) - 3 ( > + } } + 4 - 

r + , = z என்க . 


0 


ஃ ( 7 " - 2 ) - 32 + 4 = 0 


7 -- 37 + 2 = 0 


Z3 = 2 


| 


* + - 1 


1 


|| 


y 


2 
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சமன்பாட்டுக் கொள்கை 


y + 


. 


= 1 ஆனால் , 


- y + 1 = 0 . 


y 


1 + iv3 

2 


> + } - 2 ஆனால் , 


( - 1 ) = 0 


ஃ 


y = 1 , 1 . 


. 


கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டின் தீர்வுகள் 


2 , 2 , 1 + i 3 , 


( 3 


23 ). 


பயிற்சி 


கீழே கொடுக்கப்பட்டுள்ள சமன்பாடுகளைத் தீர் : 


( 1 ) x + 4 + 3x + 3 + 4x + 1 = 0 


( 2 ) - 10x + 26x" - 10x + 1 = 0 


( 3 ) 4x 


20x3 + 33x 


20x + 4 = 0 


( 4 ) 6x " 


* 


43x + 43x + x - 6 = 0 


( 5 ) 60 


35x " + 56x 


56.: + 35x 


( 6 ) 


60x4 


736x + 1433x - 736x + 60 = 0 


( 7 ) 2x " - 9x + 10x - 3x + 10x - 9x + 2 = 0 


( 8 ) 2x " -- 3 " - 2x " – x + 2 = 0 


( 9 ) x + x + x + x " + x + 1 = 1 


( 10 ) 2x " + x + x + 2 = 12 * ( x + 1 ) 


( 11 ) 6x " + 11x – 33x * - 33x + 118 + 6 = 0 


நிகர்மாற்றுச் சமன்பாடுகள் அல்லது 
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( 12 ) ** - 5x * + 5x " - 1 = 0 


( 13 ) xl - 3x + 5x -- 5x + 3x " -- 1 = 0 


- 


( 14 ) 606 


25x " + 31x4 - 31x + 25x - 60 


( 15 ) x 


13 


8x " + x + 1 


த.க 


O 


( 16 ) x + 1 = 0 . 


( 17 ) 60 


17x * + 18 : 


* 


18x " + 17x - 6 = 0 


-- 


( 18 ) 12 : 5 


44x + 33x8 + 33x2 


44x + 12 = 0 


( 19 ) x – 3x * + 4x " -- 2x + 1 = 0 - ன் தீர்வுகளுக்கு ஒன்று 
குறைவாகத் தீர்வுகளுள்ள சமன்பாடு காண்க . அது ஒரு 
நிகர்மாற்றுச் சமன் பாடு என நிறுவி , கொடுக்கப்பட்ட சமன் 
பாட்டைத் தீர்க்க 


என்பதை ஒரு 


( 20 ) x 10x + 238 6x 15 = 0 
நிகர்மாற்றுச் சமன்பாடாக மாற்றித் தீர்க்க . 


13 


விடை 


( 1 ) - 1 , ( 3 + 117 ) + V. ( 3 + V7) " 


* 


16 


- ( 3 – v17 + ( 3 -- V17 ) -- 16 


( 2 ) 2 + < 3 , 3 + 18 


( 3 ) 2 , 2 , 


( 4 ) } , 2 , - , - 3 


( 5 ) 3 , , 2 , 


( 6 ) 


10 


+ ) - 
( 7 ) 2 , , , 31,15 , -1113 


160 


சமன்பாட்டுக் கொள்கை 


( 8 ) - 1 ,-1, i + , 3 + id7 . 
(9) - 1.4143 


( 10 ) 


- 1 , -2, - , 


3 + 5 
2 


( 11 ) 


-1, 2 , 寺 , -3, - 


( 12 ) 1,1,1 , -345 


2 


(13) +1 , ,, 
-1,34 , 
( 14 ) + 1 , 2 , 士 」 (5 + MIT) 


( 15 ) 1 + V2, 


3 + 13 

2 


1 + 15 + + 25-10 


( 16 ) 


4 . 


1-15 + V215 


10 


4 


(17 ) +1 , 2 + 3V5 


2 , 3 + T07 
( 18 ) -1 , 2 , 
, 子子 , 

45 ) + i( 10 +255. 


3 
2 


( 19 ) ( 3 + -5 ) + 10 + 205 


( 3-5) + V 10-25 

4 


(20) ; (9 + 1 ); 士 ( 1 ± 5) 


நிகர் மாற்றுச் சமன்பாடுகள் அல்லது 
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7. ஈருறுப்புச் சமன்பாடுகள் ( Bniomial Equations ) 


ங்கு ஈருறுப்புச் சமன்பாடுகளைப்பற்றிய பொதுவான பண்பு 
களைப்பற்றி பார்ப்போம் . 


ப 


( 1 ) x - | == 0 என்ற சமன்பாட்டிற்கு ‘ ! ஒரு கற்பனைத் 
தீர்வானால் , m -ம் சமன்பாட்டின் ஒரு தீர்வாகும் . m ஒரு முழு 
எண்ணாகும் . 


- 


() -ன் 


1 


--- 


ஒரு , 

தீர்வு எனின் , Ln -- 1 = 0 . 


oun 


1 . 


... ( * ) m = 1 


ஃ ( dm ) * = 1 


அதாவது 4m , xn - 1 = () -ன் ஒரு தீர்வாகும் . 


2 + 1 - () என்ற சமன்பாட்டிலும் இப்பண்பு பொருந்தும் . 
ஆனால் , m ஓர் ஒற்றைப்படை முழு எண்ணாயிருக்கவேண்டும் . 


1 = 0 , 


( 2 ) m , n ஒன்றுக்கொன்று பகா எண்களாயின் , xm 
xn- ] = ) என்ற இரு சமன்பாட்டிற்குமுள்ள பொதுவான தீர்வு 
ஒன்றாகும். 


இதனை நிருவ , எண் கொள்கையில் காணும் கீழ்க்கண்ட 
வற்றைப் பயன்படுத்துவோம் . 


m , n ஒன்றுக்கொன்று பகா எண்களாயின் , mb - na = + 1 
என்பதிற்கிணங்க , ஐக் காணலாம் . 


இங்கு ஒன்றைத்தவிர , முடிந்தால் B என்பது xn! - 1 = 0 , 
aw - 1 = ( ) என்ற சமன்பாடுகளின் பொதுவான தீர்வா கட்டும் . 


Bm 


1 


நா 


1 


Bmb = 1 


Sna 


1 


1 


ச . கொ , --11 


SHETOWARAVARYANAM 


162 


சமன்பாட்டுக் கொள் 


B ( mb -na ) = 1 


அல்லது 


B + 1 


1 . 


நாட் 


* 


B = 1 . 


எனவே , இங்கு xm - 1 = 0 , x " - | = 0 என்ற சமன்பாடு 
களின் பொதுவான தீர்வு ஒன்றாகும் . 


m , n என்ற முழு எண்களின் மிகப்பெரிய பொதுக்காரணி 
k எனின் , xm - 1 = 0 , 

0 xn 1 = 0 என்ற சமன்பாடுகளின் 
பொதுத் தீர்வுகள் xk - 1 = 0 என்ற சமன்பாட்டின் தீர்வு 
களாகும் . 


இங்கு K ஆனது m , n - களின் மிகப் பெரிய பொதுக்காரணி 
யா தலால் , 


km 


n = kn என இருக்கட்டும் . 


இங்கு m , n ஒன்றுக்கொன்று பகா எண்களாகும் . எனவே , 
முன்பு கண்டதுபோல் 


m s 


- 


n a = + 1 


எண்பதிற்கிணங்க a , b ஐக் காணலாம் . 


mb 


- 


na 


m kb 


m k a 


k ( m b - n a ) 


+ k . 


எனவே , 8 ஆனது xm 1 
பாடுகளின் பொதுத் தீர்வாயின் , 


0 , xn 


- 1 = 0 என்ற சமன் 


B ( mb - na ) 


1 


நிகர் மாற்றுச் சமன்பாடுகள் அல்லது 
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அல்லது 


Bk = 1 


எனவே , B என்பது xk - 1 = 0 என்ற சமன்பாட்டின் 
தீர்வாகும் . எனவே , உண்மையென அறிகின்றோம் . 


n ஒரு பகா எண்ணாயும் , 3 என்பது xn - 1 = 0 என்ற 
சமன்பாட்டின் ஒரு கற்பனைத் தீர் வெனின் 


2 


1 , B , B , ..... B - 1 என்பன 


xx - 1 = 0 - ன் தீர்வுகளாகும் . 


இதன் படி 1. B , B , ... B1-1 என்பன xா - 1 = 0 என்ற 
சமன்பாட்டின் தீர்வுகள் என்பது வெளிப்படை . வை வேறு 
வேறானவை என நிறுவுவோம் . முடிந்தால் 


BP 


B என இருக்கட்டும் . 


ஃ 


B ( P - 9 ) 


1 


இங்கு ( 5 - q ) < n . எனவே ( p -- q ) , n ஒன்றுக்கொன்று 
பகா எண்களாகும் . எனவே , ஏற்கெனவே கண்டபடி இது 
முரணான தாகும் . எனவே , தேற்றம் உண்மை . 


( 8 ) , q , r . களால் ஆகிய கலப்பெண் n ஆயின் , XP -- 1 = 0 

0 , 1 0 என்ற சமன்பாட்டின் தீர்வுகள் 
x -1 = 0 என்ற சமன்பாட்டின் தீர்வுகளாகும் . 


xp - 1 = 0 என்ற சமன்பாட்டின் ஒரு தீர்வு B என்க . 


ஃ BP = 1 . 


. 


( BP ) gr ... = 1 


Br = 1 


xx - 1 = 0 - ன் 


தீர்வு ஆகும் . இது போலவே 


எனவே , 
நிறுவலாம் . 


( 9 ) ஒன்றுக்கொன்று பகா எண்களான p , q , 1 ஆல் ஆகிய 
கலப்பெண் n என்றால் , 
என்றால் , xn 

xn - 1 = 0 என்ற சமன்பாட்டின் 
தீர்வுகள் 


. 


- 
க 


-- 


1 


பகா 


1 , 95 


1 , 


தொடரில் 
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சமன் பாட்டுக் கொள்கை 
( 1 + 1 + 4 + ... p - 1 ) ( 1 + B + .... + Be ~ 1 ) . 

( 1 + y + y + ... + yr - 1 ) . 
என்ற பெருக்குத் தொகையினுடைய n உறுப்புகளாகும் . 
d , B , y முறையே XP 

0 , -1 0 , 

1 

01 
என்ற சமன்பாடுகளின் தீர்வுகளாகும் . 
( 
10 ) P , 1 , என்பன ன் 

காரணிகளாகவும் , 
n = pa qb rc எனவும் இருப்பின் , x " - 1 = 0 என்ற சமன்பாட்டின் 
தீர்வுகள் L BY 

வடிவத்தில் உள்ள | பெருக்குத் தொகை 
களாகும் . இங்கு , 1 , B , Y முறையே xp - 

1 - ன் தீர்வுகளாகும் . 
மேலே கூறப்பட்ட இவ்விரண்டையும் நிரூபணம் இல்லாது 
ஏற்றுக்கொள்வோம் . 
( 11 ) இதுவரை கண்டவற்றிலிருந்து கீழ்கண்டவற்றைப் 
பெறுகின்றோம் . 

அதாவது ஒன்றின் 11 - படித்தீர்வுகளைத் தீர் 
மானிப்பதில் , n ஒரு பகா எண் அல்லது பகா எண்ணின் படிக் 
குச் சமமாக உள்ள ஒரு வகைக்குக் குறைக்கப்படுகின்றது . 
( 12 ) xn 
) x " - 1 = 0 என்ற சமன்பாட்டின் சிறப்புத் தீர்வுகள் , 

(Special Roots ) 
ஒவ்வொரு x " -- 1 = () என்ற சமன்பாட்டின் தீர்வுகள் , 
கொடுக்கப்பட்ட சமன் பாட்டின் வடிவத்தில் அல்லது குறைந்த 
படியுடைய சமன்பாட்டின் தீர்வுகளாயல்லாமலிருந்தால் , அத் 
தீர்வுகளை நாம் சிறப்புத் தீர்வுகள் அல்லது கொடுக்கப்பட்ட 
சமன்பாட்டிற்கு , ஒன்றின் ஆவது சிறப்புத் தீர்வு என்கின்றோம் . 
xn - 1 = () என்ற சமன்பாட்டின் எல்லாத் தீர்வுகளும் 

உள்ளன . 

இங்கு - 
கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டின் ஏதாவதொரு சிறப்புத் தீர் 
வாகும் . இங்கு எந்தத் தீர்வும் மற்றொன் றிற்குச் சமமில்லை .. 
முடியுமானால் 

LP 

14 என்க . 


olp - 9 


1 . 


எனவே , கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டின் சிறப்புத் தீர்வு 
இல்லை என்பதாகும் . எனவே 1 , , , ... our - 1 ஒன்றுக் 
கொன்று சமமில்லை என்பதாகும் . 


நிகர்மாற்றுச் சமன்பாடுகள் அல்லது 
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இதிலிருந்து , ஒன்றின் 1 ஆவது சிறப்புத் தீர்வுகளில் ஒன்று 
கொடுக்கப்பட்டிருப்பின் , மற்ற தீர்வுகளை எளிதில் காணலாம் . 


இனி சில எடுத்துக்காட்டுகளைப் பார்ப்போம் . 


எடுத்துக்காட்டு : 

** - | = () என்ற சமன் பாட்டின் சிறப்புத் தீர்வுகளைக் 
காண்க . 


6 = 1 x 2 x 3 , 1- ம் , 2 - ம் , 3 - ம் ஒன்றுக்கொன்று பகா எண் 
கள் . எனவே x " - | = 0 • x3 – 1 = 0 என்ற சமன்பாட்டின் 
தீர்வுகள் , a ° – 1 = 0 என்ற சமன் பாட்டின் தீர்வுகளாகும் . 
எனவே x -- 1 ஐ 36 -- 1 ஆல் வகுக்க x + 1 பெறப்படும் . இதனை 
x " - 1 ஆல் , பின்பு ( x - 1 ) ஆல் வகுக்க , x + 1 எனப் 
பெறப்படும் . 


x3 | 


t 


+8 


எனவே , x + 1 = ) 

என்பது - 1 = () என்ற 
சமன்பாட்டின் சிறப்புத் தீர்வுகளைத் தீர்மானிக்கும் . 


x – x + 1 = 0 ஐத் தீர்க்க , 


1 + 4 

2 


3 எனப்பெறப்படும் . 


* 


1 


அதாவது 


d 


1 + 1 - 3 

2 


1. = 


- - 3 

என்க . 
2 


Jol , 


1 = 15 


di 


do 


எனவே கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டின் சிறப்புத் தீர்வுகள் 


de, da " , guias dil , das 


அல்லது 4 , 5 ஆகும் . 


13. ஈருறுப்புச் சமன்பாட்டைத் திரிகோண 

கணித 
வாயிலாகத் தீர்த்தல் 
இங்கு தேமாவியரின் தேற்றத்தைப் பயன் படுத்துகின்றோம் . 
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சமன்பாட்டுக் கொள்கை 


x7 - 1 = 0 என்ற ஈருறுப்புச் சமன்பாட்டை எடுத்துக்கொள் 
வதற்குப் பதிலாக , பொதுவான ஈருறுப்புச் சமன் பாடாகிய 


a + - 1 


என் பதை எடுத்துக்கொள்வோம் . 


இங்கு a , b மெய்யெண்களாகும் . 


Rcos L 


- 


b 


Rsin என்க 


ஃ 


xn = R ( cos 4+ - 1 sin al ) . 


சமன் பாட்டின் ஓரு தீர்வு : ( cos 9 + 1 - 1 sin a ) என் 


தேமாவியரின் தேற்றத்தின் படி 


xh == rf ( cos ) + 1 - 1 sin a ) ? 


yn ( cos no tv - I sin no ) 


rn ( cos n a + \ sin r a ) = R ( cos / + - 1in n 4 ) 


Tn cos no 


Rcos o 


rn sin no 


Rsin o 


இரண்டையும் இருபடிக்கு உயர்த்திக் கூட்டினால் 


3 


R $ 


rn = R ஆகும் . 


cos no 

= 


COS O 


sin n O 


= sin 1 


n O 


1 + 2Km 


இங்கு K ஒரு முழு எண்ணாகும் . 


நிகர்மாற்றுச் சமன்பாடுகள் அல்லது 


சமன் பாடுகள் 
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ஃ 


பொதுவான சமன் பாட்டின் n- படித் தீர்வு 


al + 2 Km 


sin 1 + 2 Km 


COS 


3R ( 


+ - ] 


2 


2 


ஆகும் . இதனை , 


{ $ R (cos = + -Tain 
in + )} (mks + = s + 

Tina + 25 


) 


என எழுதலாம் . 


இங்கு R 


1 , = 0 எனக் கொள்வோமாயின் , 


* " = a + b 1-1 என்பது 


xh = 1 + 01-1 


= 1 எனவாகும் . 


* 


0 என்ற சமன்பாட்டில் ஒன்றின் n- படித் 


, 
தீர்வு 


2Km 

+ -1 


sin 2Km 


COS 


ஆகும் . 


1 


n - 


... 


xn - 1 


- 0 - ன் தீர்வுகள் 


2K K 


2Km 
COS 

1 


+ i sin 


) 


K = 0 , 1 , 2 , ....... n - 1 . 


இதேபோல் x + 1 = 0 என்ற சமன் பாட்டின் தீர்வுகள் 


2KK 


isin 2K K 


என்பதிலிருந்து 


பெறப் 


COS 


T 


n 


படும் என அறியலாம் . 


எனவே x = a + ib , 


= a - i5 


என்ற சமன்பாடுகளின் தீர்வுகள் 
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சமன்பாட்டுக் கொள்கை 


+ 2Km 


YR {casel + 2* * 4 i sin 


L+ 2K 


} 


K = 0 , 1 , 2 , ....... n - 1 என்பதிலிருந்து பெறப்படும் . 


எடுத்துக்காட்டு 1 : 


x * +4 = () என்ற சமன்பாட்டைத் தீர் . 


- 


- 


4 ( cos i + i sin x ) 


x " = 4 ( cos * + i sin m ) 


* 


* + 2K 
44 eos 

4 


t i sin 


2 * * * 


* + 2Km 

4 


K = 0 , 1 , 2 , 3 என்பதிலிருந்து நான்கு தீர்வுகளைப் பெற 
லாம் . 

அவையான 


TT 


2 


T 
COS 

to i sin 
4 


* ) 


1+ 


37 

3m 
COS 

fun i sin 
4 

4 . 


1+ 


5M 


12 | cos 


( 


+ i sin 7 ) 


4 


71 

to i sin 


V2 ( cos 


2 c 


m 
4 


== 


எனவே கொடுக்கப்பட்ட சமன் பாட்டின் தீர்வுகள் | + i , 
-1+ i ஆகும் . 


நிகர்மாற்றுச் சமன்பாடுகள் அல்லது 


சமன்பாடுகள் 
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* .. 


எடுத்துக்காட்டு 2 : 

ஒன் றின் ஐம்படித் தீர்வு 


- 


:..... 


கா 
COS ** 

5 . 


20 
• + "isin 

5 


- 


0 என்ற சமன் பாட்டின் ஒரு தீர்வாகும் 


x + x + x + x + 1 . 
என நிறுவுக . 


x * + x * + x x + 1 = 0 என்பது ஒரு திட்டமான நிகர்மாற்றுச் 
சமன்பாடாகும் . எனவே , இதனை x ஆல் வகுக்க , 


K + X - 1 = () எனப் பெறப்படும் . 


இங்கு 7 = x + -ஆகும் . 


1 


> 


- 


3 . 


-1 + 15 

2 


3 . 


1-5 

எனப் பெறப்படும் . 
2 


K 


-1 + 75 

2 


எ 


ன்பதிலிருந்து , 


- 


1 


-1 + 15 


W 


2 


* . 2x , – x (v 5 


-- 


- 1 + 2 = 0 


1 


12 = x + 


-- 


என்பதிலிருந்து , 


2 


2 x " + x (v 5 + 1 ) + 2 = ( ) ஆகும் , 


இவ்விரு சமன்பாடுகளையும் தீர்க்க , தீர்வுகள் 


- 1 + 15) 

4 


+ 1 


V 10 + 215 

4 
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சமன்பாட்டுக் கொள்கை 


-- 


- 1+ 15 

4 


10 + 215 

4 


3 


10-215 

4 


-1-13 
-1-13-; 1 10 - 273 


எனக் காண்கின்ருேம் . 


5 


cos 


27 
5 


* cos 720 


sin 


2 
5 


sin 72 


ஃ = cos 72 + sin 720 


1 + 15 


+ 10 + 215 


இங்கு 


- 


cos 72 - 


10+ 2 5 


-1-13 


1 + 45 

4 


sin 72 


என நாம் எளிதில் காணலாம் . எனவே , கொடுக்கப்பட்ட சமன் 
பாட்டின் மற்ற தீர்வுகள் , வ " ஆகும் . 


பயி 
கீழ்க்கண்ட சமன்பாடுகளின் தீர்வுகளைத் திரிகோண் கணித 
மூலம் காண்க . 


( 1 ) x = 1 + i 


( 2 ) 


T 


( 3 ) 


(4 ) 


நிகர்மாற்றுச் சமன்பாடுகள் அல்லது ...... சமன்பாடுகள் 


( 5 ) x " = i என்ற சமன்பாட்டை இயற்கணித வாயி 
லாகவும் , திரிகோண கணித வாயிலாகவும் தீர்த்து , 


cos 18 ° 


V 10 + 215 

4 


sin 18 ° 


11 


15- 1 

4 


என நிரூபி . 


( 6 ) ஒன்றின் முப்படித் தீர்வு 


27 
COS 

3 


+ i sin 


27 
3 


x + x + 1 = ( ) என்ற சமன்பாட்டின் தீர்வு என நி 


. 


( 7 ) ஒன் றின் 20 ஆவது படித் தீர்வு cos 15 ° + i sin 15 ° ஆனது 
18 - x + | = என்ற சமன்பாட்டின் ஒரு தீர்வு என நிறுவுக . 


- 


இங்கு x - 1 ( x1 - 1 ) ( x + 1 ) ( x8 - ** + 1 ) என 
எழுதலாம் என்பதைக் கவனிக்க . 


( 8 ) E1 


E 


21 47 

87 
E , = 2 cos 

COS 

E3 = 2 cos 
9 9 

9 
என்பன - 3y + 1 = 0 என்ற சமன்பாட்டுன் தீர்வுகள் என 
நிறுவுக 


( 9 ) ) 


- 


cos 24 ° + i sin 24 ° 


- * + } , 

1 + 3 + rv 10 + 215 


E 


= 


4 


எனக் கொண்டு 1 = ய -1 என நிறுவுக . 


cos 24 ° , sin 24 ° ஐ இயற் கணித வாயிலாகக் கூறுக . 


( 10 ) x " - 1 = 0 என்ற சமன்பாட்டின் சிறப்புத் தீர்வு 
ளைக் காண்க . 
* 
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சமன்பாட்டுக் கொள்கை 


( 1 ) x = 


1/2 [ cos (67 ° 30° + 90 ° K ) + isin ( 11 ° 15 + 90 ° K ) ] , 


K = 0 , 1 , 2 , 3 . 


( 2 ) 


-- 


3/7 [ sin ( 120 ° K ) + i sin ( 120 ) K ) , 


K = 0 , + 1 . 
( 3 ) = 
x = cos ( 40 ° + 120K ) + i sin ( 40 ° + 120 ° K ), 

K = 0 , 1 , 2 


( 4 ) 


- 


1 


3/2 [ cos ( 30 + 60K ) + i sin ( 30 + 60K ) ] , 


K = 0 , 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 


படிமூலழுடைய தீர்வைக் கொண்டுள்ள பொதுவான வடி 

சு 
( The Cubic and the Biquadratic Equations ) 
முப்படி , நாற்படிச் சமன் பாடுகளை எப்படித் தீர்ப்பது என் 
பதைப் பற்றி நாம் அறியும் முன்பு , இவற்றின் தீர்வு காணும் 
முறைகளுக்கு அடிப்படையாக உள்ளவற்றைக் காண்போம் . 

அடிப்படையில் ஓர் இருபடிச் சமன்பாட்டின் தீர்வு 
காணும் முறையை நோக்குவோம் . பின்பு அதை முப்படி , நாற் 
படிச் சமன்பாட்டிற்குப் பயன் படுத்துவோம் , 
1. முதல் முறை 


இதன் 


வத்தின் அடிப்படையில் 


1 + < B -க்கு இரு மதிப்புகள் இருப்பதினால் , இதனையே 
இருபடிச் சமன்பாட்டின் தீர்வுகளது பொதுவான வடிவமாகக் 
கொள்வது வழக்கம் . 


எனவே 


1 + B என்க . 


- 20 x + 3 


B 


0 


இதனை 


** + Px + Q = 0 என்ற சமன்பாட்டோடு ஒப்பிட்டால் , 


201 


P , 


L -- 3 = Q 


சனக் காண்கின்றோம் . 
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சமன்பாட்டுக் கொள்கை 


ஃ . x = 1 + vB 


P + VP -- 40 

2 


எனப் பெறப்படும் . இவைகளே இருபடிச் சமன் பாட்டின் தீர்வு 
களாகும் . 


A 


முப்படிச் சமன்பாட்டில் , ஓர் தீர்வை . 


+ 


அல்லது 


ol 


* 


di ( 

s * ( s 


+ B ) என்ற வடிவத்தில் குறிக்கின்றோம் . 


ஓர் நாற்படிச் சமன்பாட்டின் தீர்வை 


A 


அல்லது 


vd + VB + 

va B 

B 


VB vytvy a tvd i B 
என்ற வடிவத்தில் குறிக்கின்றோம் . 


2. இரண்டாவது முறை : காரணிகளாகப் பிரித்தல் முறை : 
( By resolving into factors ). 


இங்கு இருபடிச் சமன்பாட்டை 


x " + Px + Q = x + Px + Q + 8-9 


என்ற வடிவத்தில் கொள்கின்றோம் . இங்கு 


a + Q = 4 


அல்லது 9 


- 


P - 40 

எனக் கொள்கின்றோம் . 
4 


இதனால் , 


** P + x + 2 = ( x + + _ { \ P - 4L } ஆகும் . 


ma 


( 1- m ) ( l + m ) என்ற வடிவத்தில் அமையும் . 


முப்படியதாற்படிச் சமன்பாடுகள் 
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பங்கு 


P. 


an 


P - 40 
2 


இதே போல் ஒரு முப்படிச் சமன்பாட்டை ( Px + Q ) 
( x + q அல்லது " -M " வடிவத்திற்குக் கொண்டுவரலாம் . 
எனயே முப்படிச் சமன்பாட்டின் தீர்வுகள் 


1 -m0, 

1 - 0 
கிடைக்கப்பெறும் . 


O கான்பதிலிருந்து 


ஒரு நாற்படிச் சமன்பாட்டை ( ++ ) - (த + 
ஏ x + " ) * அல்லது 


( + + m ) ( +1+ m ) என்ற வடிவத்தில் அமைக்க 
லாம் . எனவே நாற்படிச் சமன்பாட்டின் தீர்வுகளை 


( 3 + 1 + m ) ( * " + + m ) என்ற வடிவத்தில் அமைக்க 
லாம் . எனவே . நாற்படிச் சமன்பாட்டின் தீர்வுகளை 


+ ( p ** + g x + r ) என்பதிலிருந்து 


px +4+ = 
அல்லது 


+ ls + 


0 , 


+ 1 * + m 


O 


என்பதிலிருந்து பெறலாம் . 


( 3 ) மூன்ரும் முறை : 

சமன்பாட்டின் தீர்வுகளாலான சமச்சீர் சார்புகளினால் , 


* + Px + Q = () என்ற இருபடிச் சமன் பாட்டின் தீர்வுகள் 
ந , ஏ எனக் கொள்வோமாயின் 


A + q-- P 


pg 


Qe 
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சமன பாட்டுக கொளகை 


இவவிரண்டிலிருந்து , 
lp + mq 

f ( P , Q ) எனற தொடாபைப் பெறலாம 


பினபு இதிலிருநதும , p + 4 = -- P எனபதிலிருநதும p q 
வைப் பெறலாம 


இருபடிச் சமன பாட்டில் இததொடாபைக காணபது எளிது 


நுகு 


--- 


4pg 


( p + g ] 
= P * 40 


p - g = P 


IP " - 40 


ஆகும் 


* + Px + Qx + R = 0 என்ற முப்படிச் சமனபாட்டில் , 


Ip + mq + nr = f ( P , Q , R ) 
என பதைப் பெறவேண்டும் இங்கு p + 1 + 


- P 


rg + pr + qr = Q , pq1 = R ஆகும 
இவற்றிலிருந்து P A / ஐக காணலாம 

+ Px + Qx + Rx + S = 0 எனற நாறபடிச சமன பாட 
டைத் தீரகக 


hp + 4 + mr + n = f ( P Q R S ) என்ற தொடாபைக 
காணவேண்டும் 


( 4 ) முப்படிச் சமன்பாடடைப பற்றி நாம ஏற்கெனவே 
கீழக் கண்டவறறைப் பார்த்தோம் 

( 1 ) a x + 3a x + 3a x + as = 0 எனற பொதுவான 
ஒரு முப்படிச சமன்பாடு 


* + 3 HA + G = 0 என மாற்றியமைக்கப்படாலாம 


ஙகு 


G 


al 


H 


--- 


a 


ay 


3a aa, + 2a 


G 


]] 


a 


/ 
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முப்படி நாற்படிச் சமன்பாடுகள் 


( 2 ) , B , Y என்பன as x + 3ay " + 3 a , x + as = 0 
என்ற சமன் பாட்டின் தீர்வுகளெனின் , 


x * + 3 Hx + G = 0 

என்ற சமன் பாட்டின் 

தீர்வுகள் 
1 ( 2 - B -- y ) , ! ( 2 B - Y - d ) , ( 2 Y - ol - B ) ஆகும் . 


( 3 ) L , B , Y என்பன x + q x + 1 = () என்ற சமன்பாட் 
டின் தீர்வுகளெனின் , 

( o( L 

B ) , ( B - y ) , ( -y ) " 
இவற்றைத் தீர்வுகளாகக்கொண்ட முப்படிச் சமன்பாடு 


0 


y + 6qy + 9q y + 4q + 27 / " 


( 4 ) a ( d 

a . ( d- B ) , a . ( B - y ) , a ( - y ) இவற்றைத் 
தீர்வுகளாகக் கொண்ட முப்படிச் சமன்பாடு 


x3 + 18 H x + 81 H x + 27 ( G " + 4 H *) = 0 ஆகும் , 


a ( d – B ) ( d - y ) " ( B - y ) " 


27 (HI - 6. J ) a . 


A முப்படிச் 


HI - J = A எனக் குறிக்கப்படுகின்றது . 
சார்பின் தன்மைகாட்டியாகும் . 


( 5 ) முப்படிச்சமன்பாட்டின் தீர்வுகளது தன்மைகள் : 


(i ) G + 4 HS ஒரு குறையெண்ணாயிருப்பின் , , B , y 
மெய்யெண்களாகும் . 


( ii ) Gr + 4 H 3 ஒரு நேர் எண் எனின் , சமன்பாட்டிற்கு 
இரு கற்பனைத் தீர்வுகள் உள்ளன . 


( iii ) Gr + 4 H 3 = 0 ஆயின் , மூன்று தீர்வுகளில் இரண்டு 
சமமாயிருக்கும் . 


( iv ) G = 0 , H = 0 எனின் , சமன் பாட்டின் மூன்று தீர்வு 
களும் சமம் என்றும் 


ao 


a , 


as 


என்றும் காண்கின்றோம் . 


a1 


a2 


a , 


ச.கொ. - 12 
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சமன் பாட்டுக் கொள்கை 


( 5 ) கார்டன் முறைப்படி முப்படிச் சமன்பாட்டின் தீர்வு 
களைக் காணுதல் ( To solve a cubic equation by Cardan s method ) 

முப்படிச் சமன் பாட்டின் பொதுவான வடிவம் 


a , x + 3 al x2 + 3a, x + ay 
ஆகும் . 
இதன் திட்டமான அமைப்பு 

x + 3 H x + G = () எனப் பார்த்தோம் . 


இங்கு கார்டன் முறைப்படி இச் சமன்பாட்டைத் தீர்க்கும் 
விதத்தைப் பார்ப்போம் . 


* 


-- 


இச் சமன்பாட்டின் ஒரு தீர்வு 

3 + 3 % என்க 
x * = < / + 3 + 3 / 83 ( 3 + 83 

) 
= d + B + 3 us gs 

/ + 3 * ஐத் 
எனவே 3 + B 

தீர்வாகக்கொண்ட 
சமன்பாடு 


முப்படிச் 


* - ( + B ) = 0 


x3 - 33 B 
ஆகும் . 


இதனை முப்படிச் சமன்பாடு 


x * + 3 H x + G = 0 வுடன் ஒப்பிட்டால் , 


+ B 


G 


- 


கா 


1 


13 B3 


H 


எனக் காணலாம் . 


i.de B 

B 


HS 


- 
- 


இனி f ( G , H ) ஐக் காண்போம் . 


( - B ) = { ( 1 + B ) - 4 / B } 


G + 4 HS 


முப்படி நாற்படிச் சமன்பாடுகள் 
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--- 


. d - ß 

VG + 4 HS 
எனவே f ( G , H ) = / G + H : ஆகும் . 

a + B G 


G * + 4 HS 


d - BB 
என்பதிலிருந்து 


d 


Gafos ✓ G ? + 4 H 3 

2 


. 


G 


B = 


VG + 4 He 
2 


எனக் காண்கின்றோம் . 


H8 


$ --- 


d 


G + 4 // 3 * 0 அல்லது G * + 4 H * > 0 எனின் , 

• ன் மூன்று மதிப்புகள் 3 nos , a 


ஆகும் . 


எனவே சமன்பாட்டின் தீர்வுகள் 


H 


ch 


H 


H 


ol 


w odL 


* 


> 


- 


- 


* 


, 


1 


ola 


ய -13 


w² di 


" } 


ஆகும் . 


( 6 ) எண் சார்பு சமன்பாடுகளில் கார்டன் முறையின் பயன் 

இங்கு G + 4 H < 0 எனின் , சமன்பாட்டின் தீர்வுகள் 
என்ன என்பதைப் பார்ப்போம் . 


8 


G ? + 4 H 


K2 என்க . 


od 


- G - + i K 

2 


B = 


G- K 

ஆகும் . 
2 


மன் பாட்டுக் கொள்கை 
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* 4 +5 = (- + ir ) + ( 

-ir ) 


இங்கு 


2 r cos G = - G , 


2 r sin a 


K என்க . 


ஃ tan G 


, 


T 


1 
2 


( G + r ) 


K2 ) 


( - H ) * [ : G + 4 Hº 

2 


2N 


2 


* . w = cos 


+ i sin 


என்பதிலிருந்து 


3 


3 


x * + 3 H x + G = ( ) என்ற முப்படிச்சமன்பாட்டின் தீர்வுகள் 

1 
2 ( - H ) cos 


} 
-- 2 ( - H ) cos 


* # 0 
3 


ஆகும் , 


( 7 ) ஒரு முப்படிச் சமன்பாட்டை இரு முப்படிச் சமன்பாடு 
களின் வேறுபாடாகக் காணல் 

a x3 + 3 b + 3cx + d 3 ( x ) என்ற முப்படிச் சமன் 
பாட்டை எடுத்துக்கொள்வோம் . இதில் ? = a x + 5 எனப் 
பிரதியிட , 4 ( x ) ஆனது 


3 + 3 H7 + G 


என மாற்றியமைக்கப்படும் . 


இனி இச் சமன்பாட்டை இரு முப்படிச் சமன்பாடுகளின் 
வேறுபாடாகக் காண்பதற்கு , 
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முப்படி நாற்படிச் சமன் பாடுகள் 


| 


1 


7 : + 3 HZ + G = 


{ 1 ( z + v ) * - v ( z ++ ) * } ... ( 1 ) 


ந 


Y 


என்க . இங்கு நாம் , " ஐக் காணவேண்டும் . 


( 1 ) -ன் வலப்புறம் 

= 7 * - 34 71 - Hr ( / + y ) ஆகும் . 


( 1 ) -ன் இருபக்கமும் ஒத்த படிகளின் கெழுக்களை ஒப்பிட , 

Hy H 


Hy ( 1 + y ) = -- G ஆகும் . 


G 


ஃ 


ந + Y 


. 


H 


- ) 


1/2 
{ ( + y ) " - 4 /Ay } 

1/2 
+ 

+ 
H 


1/2 


= { C° + } 


1/2 
( G : + 4 H ) 

H 


. 


வ 


* 


aNA 
H 


[ 


a A = G + 4 H ] 


= 


( 7+ H ) ( 7 + v ) = 7 + ( 4 + y ) 7 + 4 ! 


G 
7+ 

K- H 
H 


( 2 ) 


இனி 7 = ax + b என ( 1 )-ல் பிரதியிட 


8 


4 " + ( r) = ( 6+ - ) ( = + 4 + 6 = :- ) 


4 
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சமன்பாட்டுக் கொள்கை 


( * - 
) ( = +6 + 6 + : - 

) 


ஆகும் . 


இதுவே நமக்கு வேண்டிய சமன்பாடாகும் . 


இப்பொழுது * ( x ) = ) என்ற சமன் பாட்டின் தீர்வுகளை 
H , 1 மூலமாகக் காண்போம் . 


( 1 -- y ) a 4 ( x ) = 4 ( 3 + y ) * - * ( 7 + + ) 


0 


இங்கு K = ax + b என்பதிற்கிணங்க 


M 


+ 
( H + 1 ) , 


** , to + ) . 
* . (or* + . , 


என்ற மதிப்புகளைக் காண்கின்றோம் . 


( 8 ) சமச்சீர் சார்புகளின் மூலம் முப்படிச் சமன்பாட்டிற்குத் 
தீர்வு காணுதல் : 


நாம் ஏற்கெனவே , 


asx * + 3 71 x " --- 3a , x + a , = 0 


. 


என்ற சமன்பாட்டை 


x " + 3Hx + G = 0 


( 1 ) 


என்ற வடிவத்தில் மாற்றியமைக்கலாம் எனக் கண்டோம் . 


சமன்பாடு ( 1 ) -ன் தீர்வுகள் , B , y எனின் , இவற்றை 
K = 1 , ய , ய என்பதற்கிணங்க , } { ( + B + y ) + 
K ( 1 + 0B + y ) + K - B + ய y ) } எனக் குறிக்க 


. 


சேப்படி நாற்படிச் சமன்பாடுகள் 
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K = 1 


லாம் . ஏனென்றால் , 1 + w -+ w " = 0. ஆகையால் , 
எனும் பொழுது 


{ ( + B + Y ) + K ( + w + y ) + 


K ( + + y ) } 


- 


* { 30 , + B ( 1 + + O ) + Y ( 1 + + ) } 


= 1 ஆகும் . 


de tw B + wi y = L 


! . 


a + B + Y = M 


எனக்கொள் வோம் . 


(KL ) 


-- 


A + B • + Ca 


( K * M ) = A + B • + Ca ஆகும் . 


இங்கு 


A = * + B + y * + 6 BY 


B = 3 ( 4 B + B y + y ! ) 


C = 3 ( B + BY + y l ) ஆகும் . 


L + MS 


2 / 


3B + 12 BY 


G 
27 

* 


( 1 ) 


- 


( K L ) ( K M ) 


K L M 


== LM 


= 42 + s + Y * - BY - Y - 4 B 


H 


|| 


--- 


9 * 


L MS 


1 
|| 


H® 
729 


( 2 ) 
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சமன்பாட்டுக் கொள்கை 


( 1 ) , ( 2 ) -லிருந்து , L , M * என்பது 


G 
y " + 27 

asBy 


5 


H8 
729 


as 


0 


என்ற சமன் பாட்டின் தீர்வுகள் எனக்காணலாம் . 


எனவே , இச் சமன்பாட்டின் தீர்வுகள் 


27 
2a 


( - G + VG + 4H ) ஆகும் . 


இவற்றை t ,, t , எனக்குறிப்போமானால் , கொடுக்கப்பட்ட 
சமன்பாட்டின் தீர்வுகள் 


b 


= 


LL 


+ 


3 


3t, + 3 t2 


a 


B 


-- 


- 


| 


* + ! ( = 27, + s 25 ) 
* + 1 ( = 271, + • 47 ) 


Y 


-- 


எனக்காண்கின்றோம் . 


எடுத்துக்காட்டு 1 : 

** - 6x - 4 = 0 ஐத் தீர் 


* 
+ B என்க 


* 


1 
3 


x - 3 d ° B ° x – ( 4 + B ) = 0 


( 1 ) 


x - 6x - 4 = 0 


( 2 ) 


( 1 ) , ( 2 ) ஐ ஒப்பிட , 


1 . 

B 


2 


( 3 ) 


at B 


= 4 


( 4 ) 


எனப் பெறலாம் . 
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. 
! - B = [ ( 4 + B ) -- 4 - B ] 

1 
[ 16 - 32 ] 


-பாக 


== 


( 5 ) 


( 4 ) , ( 5 )-லிருந்து 


L. 


32 


4 + 416 

2 


. 


2 + 2 


= 2 ( 1 + 1 ) ஆகும் . 


4 = r ( cos . G + i sin a ) என்க . 


... 


1 


2 12 


T 


tan 9 


1 , 


9 


450 


-- 


= 


ஆகும் 


4 


2 = , * [ 0 % (9+ 2 =) + in (9 +2 ) ] 


K = 0 , 1 , 2 . 


2K * + w / 4 
COS 

3 ) 


+ i sin 


si ( K s * * 41) 


K = 0 , 1 , 2 . 


இதே போல் 


B ! - $4[ car 26 x + */4 - i sin 2Krt,* 4) 


எனக் காணலாம் . 


எனவே கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டின் தீர்வுகள் 


2 ( 86 ) 


2KK + 0/4 

3 


K = 0 , 1 , 2 . 


COS 


அல்லது 


212 cos 


12 

* 2/2 Cos 


9m 
12 
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சமன்பாட்டுக் கொள்கை 


17 N 


212 cos 


12 


அல்லது 1-3-1 -2 , -v } +1 ஆகும் . 


எடுத்துக்காட்டு 2 : 

( x - 5. , ( x - B ) ( x -- y ) என்பதை இரு முப்படிச் சார்புகளின் 
வேறுபாடாகக் கூறு . 


( x - 3 ) ( x - B ) ( x -Y ) = P , * 


Q என்க . 


இங்கு 

P , - Q1 = A ( x - 4 ) 
w P1 - Q1 = = ( x - B ) 

M P , - 01 = y ( x - Y ) 
இவற்றைக் கூட்டினால் , 


A + 1 + v == 0 , 


A + B + vy = ) 


எனப் பெறுகின்றோம் . இங்கு நாம் 1 + 0 + w = 0 என்பதைப் 
பயன் படுத்துகின்றோம் . 


2 . 


எனவே , 
A = P ( B - Y )) 

P ( y -- d ) 


1 = p ( d - B ) என்பனவாகும் . 

ஆனால் A i = 1 


( B - y ) ( y - d ) ( - B ) 


8 


X , 1 , 1 - ன் மதிப்புகளைப் பயன் படுத்த , 

P , -Q p ( B - y ) ( x - ) 
o P , - 0 Q . = p ( y - d ) ( x - B ) 

P1 - wQr = p ( 4- B ) ( x - Y )) 
எனப் பெறுகின்றோம் . 
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இங்கு 


( x - 4 ) ( B - y ) = P 


( x - B ) ( Y - 3 ) = Q 


( x - Y ) ( d -- B ) = R என்க 

, 


. 


.. P , -- Q. 


pP 


op1 - 4 Q - 


pQ 


* 


o P , 


MQI 


PR ஆகும் . 


3P , 


P 


( P + s Q + oR ) 


--30 1 = p ( P + oQ + o R ) 


இதிலிருந்து P1 , Q1 காணலாம் . 


எனவே , 


( x- d ) ( x- B ) ( x - y ) = (P+ 


( P + w Q + oR) 


+ : ( P ++ Q + a R } " 


33 


ஆகும் . 


எடுத்துக் காட்டு 3 : 


ax +36 x " + 3x + d = (0 


a x s + 35 * -- 3 x -- d = 0 


என்ற இரு முப்படிச் சமன்பாட்டில் உள்ள கெழுக்களிடை 
யேயுள்ள தொடர்பினைக் காண்க . இச் சமன்பாட்டின் தீர்வு 
கள் .. , B ; y ; , B , Y எனின் , அவற்றின் தொடர்பு 


( B - y ) + B ( Y - ) + Y ( - B ) = 0 


என்பதால் கொடுக்கப்பட்டிருக்கின்றது . 


L ( B - Y ) + B ( Y - 1 ) + Y ( u - B ) = 0 
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சமன் பாட்டுக் கொள்கை 


என் பதை ( a -- a ) ஆல் பெருக்குவோமானால் , 


L M 


LM 


அல்லது L " Ms = L M 3 


எனக் காண்போம் . இங்கு 


L - 27 { 
- { - G + VG + 4H 

G • } 
{ - " 

} 
{ 

4Hr } 


M = 


27 
2a | 


- G - VG + 4H 


L , = 

= 


27 
2als 


- G + VG 1 + 4H S 


27 


Ml8 = 


{ - G 
G - | G 3 + 4H 

AH } 


2a s 


ஆகும் . இவற்றை 


L s M * = L , M * என் பதில் பிரதியிட , 


27 
2als 


{ -G + \G " + 4H 

2. { -G - G + 4# } 
22 { 
{ -G + 

G + <C + 4 #• } ??? { -6 - >G* +4 # * } 


G I Gr + 4Hs 


G AG 9 -1- 4H S 


= G VG s + 4HS - G > G + 4H3 


ஃ . 2G , G + 4H 3 = z G TG + 4H 


G ( G + 4H e ) = G ( G2 + 4 # * ) 


G H S » GH : 


இது வேண்டிய தொடர்பாகும் . 
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முப்படி நாற்படிச் சமன்பாடுகள் 


பயிற்சி 


கீழ்க்கண்ட முப்படிச் சமன்பாடுகளைத் தீர் : 


( 1 ) x * - 6x - 6 = 0 


( 2 ) 2 ** + 6x + 3 = () . 


8 


3x 


- 


( 3 ) 


60 - 2 = 0 . 


( 4 ) x + 18 x - 6 = 0 . 


( 5 ) x + 3 x + 9x + 14 = () - 


( 6 ) 8x8 + 12 x + 102 x -- 47 = 0 . 


( 7 ) * 3 -- 2x + 2 = 0 . 


( 8 ) x + 3 x - 2 = 0 . 


( 9 ) 8 x + 12x " + 30 x - 3 = () . 


3 


-- 


( 10 ) 3 


/ 


243 


V742 


V243 + I242 


2 12 என நிறுவுக . 


டை 


( 1 ) 2 + 4 * 


( 2 ) * 


- 21 


( 3 ) 


31 2 


2 + 3/32 

3 . 


( 4 ) 3 18 


31/12 


- 


( 
5 
) 


2 


( 6 ) - 1 + 2 3 / 2 


3 4 


( 7 ) 


1-769292 


( 8 ) 0-5960716 


( 9 ) 0.0960717 . 


9. நாற்படிச் சமன்பாடு ( Biquadratic Equation )) 

a , x + 4 ay x + 6 azx + 4 as x + a , 0 
என் பது ஒரு நாற்படிச் சமன்பாட்டின் பொதுவான வடிவம் 
ஆகும் . 
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சமன் பாட்டுக் கொள்கை 


நாற்படிச் 


சமன்பாட்டின் தீர்வுக 


1 , B , Y , 8 என்பன 
ளெனின் 


என்ற மாற்றி 


* + 6 H y" + 4Gy + a , - 1 - 3 H = ( ) 
யமைக்கப்பட்ட சமன்பாட்டின் தீர்வுகள் 


aa 


+ ay , a , B + a1 , a , y + a ,, a . 8 + ay 


என ஏற்கனவே கண்டறிந்தோம் . மேலும் 


G + 4_H = as ( HI - a , J ) 
என்ற தொடர் பயுைம் பார்த்தோம் . 


இனி நாற்படிச் சமன்பாட்டைத் தீர்க்கும் 

தீர்க்கும் விதத்தைக் 
காண்போம் . 


ஆய்லர் முறை ( Euler s Method ) 


என்ற 


ax + 4 5 x + 60 x + 4 d x + e = 0 
சமன்பாட்டை 


நாற்படிச் 


74 + 6 H 72 + 4 G + a 1 - 3 H = 0 
என்ற வடிவத்தில் மாற்றியமைக்கலாம் எனக் கண்டோம் . 


இங்கு 7 = ax + b , 


H = ac 


ac - * 


I = ae 


- 


4 bd + 3 


G = a d - 3 abc + 253 


ச் சமன்பாட்டைத் தீர்ப்பதற்கு ஆய்லர் 


7 = 1 / + V 
கொண்டார் . 


+ y என்பதை 

ஒரு தீர்வாகக் 


இதனை இருபடிக்கு உயர்த்த , 


3 - - B - y = 2 2 B 
மறுபடியும் இருபடிக்கு உயர்த்த , 


{ு- ( 4+ 6 + »} - 4 (z << <5 ) 
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முப்படி நாற்படிச் சமன்பாடுகள் 


அதாவது 


2 + ( d + B + Y ) – 2 ( ol + p + y ) 


4 


{ 


-- 
- 


LB + 
B + By + dy 
+ 2 ( aL v BY + BV / y + y v JL B 


3 } 


2- 27 ( + B + Y ) + ( + B + y ) 


= 4 ( B + Y B + oly ) 


4- 8 Id vs vY ( v T + VB + Vy ) 


* 7 - 2 X { d + B + y ) --- 81 / 


VB VY Z 


--- { / + B + Y } " - 4 ( dA B + YB + d y ) = 0 . 


இதனை கொடுக்கப்பட்ட சமன் பாட்டோடு ஒப்பிட , 


dit B 

+ B + Y = --- 3 H 


a / 


-- 


J B + BY + y = 3 H * 


4 


va & B 


Vy 


- 


G 
2 


எனக் காண்கின்றோம் . இவற்றிலிருந்து , d ., B , 7 என்பன 


() 


* + 3#P + ( 3 # -- 4 ) - * 


( 1 ) 


என்ற சமன்பாட்டின் தீர்வுகள் எனக் காண்கின்றோம் . 


G = 4 H - H I -La* J , 


- 


என்பதிலிருந்து சமன்பாடு ( 1 ) ஐ 


4 ( t + H ) - a 1 [ t + H ) - + - 4 * J = 0 

(1* J = ) என 


எழுதலாம் 


இங்கு , 


. 


e ba 


J = a { ¢ + 2bad ud 2 
மறுபடியும் , t + H / == K எனப் பிரதியிட , 

4 at K - I a K + J = 0 
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சமன பாடடுக கொளகை 


எனற சமன்பாடடைக 

காணகினறோம இதனை ஒடுககப்பட்ட 
முபபடிச சமனபாடு எனகினறோம் ( Reducing cubic ) 


= a K - H 


K , 


. 


அதாவது 1 = 6 - a + a K என்பதிலிருதது , K 
K , எனபன ஒடுக்கப்பட்ட முப்படி ச சமனபாடடின 
ளெனின , 


தீரவுக 


b 


- 


a c + a K 


B = 5 


ac --a K2 


y = b 


a c + a K3 ஆகும 


இவறறை 


ZZ 


+ B + y என்பதில் பிரதியிட 


7 = + | b 


ac + a K , + 6 


-- a + a K 


Evb 


- ac + a K 


எனக காணகினறோம 


ஆனால A B 


பல 


G 
2 


என்பதிலிருந்து 


I vs vy 


( -B ) ( -vy ) 


-- 


( -1 ) ( B ) ( TY ) 


A 


( 1 ) ( - 1B ) ( Y ) 


எனபவைகளே தீரவுகளெனக காணகினறோம 


மேலும 


- 


Z = rdt vBt ry 


id B vy 


- 


--- 


G 

எனபதிலிருநது 
2 


G 
7 = 1+ vB 
- 

என எழுதலாம் 
21 MB 


முப்படி நாற்படிச் சமன்பாடுகள் 
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VJ , B வின் மதிப்புகளைக்கொண்டு 

K = ax + b 


- 


V 


( lc + Ka + / b 


ac + a K 


3 


G 


-- 


ஒ 


2163 


ac + a Ki v za 


ac + K. 


என்பது சமன்பாட்டின் தீர்வு எனக்காண்கின்றோம் . இங்கு 
K ,, K , என்பன 


4a " K3 - Iak + y = 0 என்ற சமன்பாட்டின் தீர்வுகளாகும் . 


ஆய்லரின் முறையில் மாற்றியமைக்கப்பட்ட சமன்பாட்டின் 
தீர்வுகள் ( 1 , 72 , 73 , 7 , எனக்கொள்வோமாயின் , 

31+ 72 + 73 +8 = 0 





எனவே , 


2 


- 


- 


4 LL 


* 


( 7-- ( 3 ) 
( K : +7 ) 
( 31+ 7 ,) 


= ( 3 + 3 ) 
( 3 , + 7 ) 4B 
( 33 + 3 ) = 4y 


- 
- 


எனக் காண்கின்றோம் . 


இவற்றிலிருந்து 1,2 ,, 23 , K . ஐப் 


பெறலாம் . 


இனி ஆய்லரின் முப்படிச் சமன்பாட்டின் தீர்வுகளைக் காண் 
போம் . இதோடு ஒடுக்கப்பட்ட முப்படிச் சமன்பாட்டின் தீர்வு 
களையும் காண்போம் . 


தீர்வுகள் 


கொடுக்கப்பட்ட நாற்படிச் சமன் பாட்டின் 
x , , * 2 , x3 , x , எனக்கொள்வோம் . எனவே , 


4 


₹ 


ax1 +5 = 13 


VBB - vy 


| 


K2 


= ax, + b = - \/ + > B - vy 
= ax + b == - 1 - B + vy 


( 3 ) 


* 3 


ax , + 6 = + B + y 


ஆகும் . 


ச கொ . -- 


13 
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சமன்பாட்டுக் கொள்கை 


வற்றிலிருந்து ஆய்லர் முப்படிச் சமன்பாட்டின் தீர்வு 
களான . , B , / என்பன 


d 


= 


a 
16 


( x , + x3 – x , - x ) 


B 


a ? 
16 


( x3 + x ] - x2 -- x , } 


( 
4 
) 


y = * * * 


( x + x , -- x3 – x ) 2 


எனக் காண்கின்றோம் . 


( 1 ) , ( 2 ) , ( 3 )-லிருந்து 


4 ( B - y ) 

Y ) = 4a " ( K , 


K3) 


- a * ( x , - xg ) ( x , - x ) 


. 


4 ( y - 1 ) = 4a ( K ) 

4a ( K3 - Ki ) 


( 
5 
) 


- a ( x - x , ) ( x , - x ) 


4 ( d . - B ) = 4a ( K3 – K , ) 

x2 ) ( x - x ) 


a ) ( x , 


எனக் காணலாம் . 


இறுதியாக இவற்றிலிருந்தும் ( 5 ) , 


K , + K2 + K , = 0 என்பதிலிருந்தும் , 


12 K. 


( x , - x , ) ( x , - x ) - ( x ; - x , ) ( x , - x . ) 


12 K , 


= 


( 
x 
, 


x2 ) (x3 


- x ) - ( x , - x ) ( x1 - x , ) 


12 K , 


( 3 , 


x3 ) ( - -- x ) - ( x , -- x ) ( x , - x ) 


எனக் காணலாம் . 
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முப்படி நாற்படிச் சமன்பாடுகள் 


. 


எடுத்துக்காட்டு 1 : 

VI + m + n + 11+ mw + na " + 11+ mo " + na 


என்பது , 


7 + 6HZ " + 4G7 + a l - 3H = () என்பதின் ஒரு தீர் 
வாயின் , H , I , J ஐ 1 , 1 , 1 வாயிலாகக் காண்க 


₹ = v1 + m + n + 11+ mu + nw + 11+ mw + no 


va + B + ry 


என்பது 


7 + 6HZ + 4G7 + d 1 - 3H = 0 என்ற சமன்பாட்டின் 
தீர்வு எனக்கொண்டால் , 


1 , B , Y என்பன 


t3 + 3Ht + ( 3H 


-- 


- 


0 


4 


என்ற சமன்பாட்டின் தீர்வுகள் எனக்கண்டோம் . 


எனவே , 


1+ B + Y = 


3H 


1 


a | 


JB + y + By 


3H 


- 


( 2 ) 


4 


J BY = 


: 


( 3 ) 


4 


ஆகும் . 


( 1 ) -லிருந்து , 


I + B + Y = 1 + m + n +1 + mu + nwa 

+ 1 + mu " + nu 


31 + m ( 1 + y + w ) 


+ 11 ( 1 + w + w ) 
[ :: 1 + w + m = 0 ] 


31 
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சமனபாடடுக கொள்கை 


31 = 


ЗН 


1 


- H 


--- 


இதேபோல ( 2 ) 


{ 3 ) லிருந்தும் , 


G = 4H 


a HI + a J 


என பதிலிருந்தும 


a I = 

= 12 mm 


aJJ 


4 ( m + n ) 


எனப பெறலாம் 


10 


பெராரி முறை ( Ferraris Method ) 


இனி கொடுககபபடட ஒரு நாறபடிச சமன பாடடைய 
பெராரி ( காாடனின மாணவா ) முறைப்படி எபபடித தீாப்பது 
என்பது பற்றி பாாபபோம 


x + ax + bx + cx + d 


0 


கொடுக்க பட்ட சமன்பாடு எனக 


இதனை 


1 + ax 


by 


- ( x - d என எழுதலாம 


- 


-- 


இருபக்கமும் 


a 

X ஐக கூட்ட 
4 


4 


4 . 


X 


X 


b 


* 


( x - d 


( 
1 
) 


| 


4 


எனப பெறப்படும் இச சமனபாடும் கொடுக்கப்பட்ட சமன 
பாடும ஒன றே சமன பாடு ( ன வலப்புறம் ஒரு பூரணமான 
இருபடிச சமனபாடாயின் ( Perfect Square ) தீர்வுகாணபது 
மிவும் எளிது ஆனால் பெரும்பாலும் அவவாறிருப்பதில்லை 
எனவே இதனைத தவிாகக பெராரி முறையில , நாம 


} 


" 


( 


ட 

X 
2 


+ 


4 


எனவே 


என் பதை ( 1 ) ன இருபுறமும் கூட்டுகின்றோம் 
யமைக்கப்பட்ட சமன பாடு 


மாற்றி 


முப்படி நாற்படிச் சமன்பாடுகள் 
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(- + + - ( - -4 + y ) + ( -4+ "); 

( -4+ > ) 


+ 


( 2 ) 


இனி ) ஐத் தீர்மானிப்போம் . 


( * -6 +3 ); + ( 4 + 3 ) 

( 


1 


+ 


d + 


4 


30 


( 3 ) 


என் பது ( ex + f ) -ன் இருபடியாகும் . 


பொதுவாக 
Px" + Qx + R = ( ex f ) எனின் , 
4PR = .0 

( 5 ) 
அதாவது P = , Q = 2e f , R 
2e f , R = f 2 

( 6 ) 
இப்போது P = 0 , R = 0 எனின் , Q = 0 ஆகும் . எனவே e = f = 0 


ஆகும் . 


[ ( 6)-லிருந்து ] P + 0 எனக் கொள்வோம் . 
அப்பொழுது , 

Qe 
VP , f = 

2e 


& 


எனவே ( 5 )-லிருந்து , 

R = f 


எனவே ( 2 ) -ன் வப்லபுறம் ( ex + f ) போன்ற ஒரு படிக் 
கோவையின் இருபடிக்குச் சமமாயிருக்க வேண்டுமாயின் , 


( - ) - c ) =4(»+ 4-5 ) ( 4 ) 


ஆக, அல்லது 


- by + ( ac -- 4d ) + 4bd 

4d ) + 4bd - a d - ( = () 
ஆக இருத்தல் வேண்டும் 


( 7 ) 
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சமன் பாட்டுக் கொள்சை 


எனவே , ( 3 ) ஆனது ( ex + f ) - க்குச் சமமாயிருக்க வேண்டு 
மாயின் , ( 3 ) -ல் ) -ன் மதிப்பு முப்படிச் சமன்பாடு ( 7 ) -ன் தீர்வு 
களில் ஏதாவது ஒன்றைப் பெற்றிருத்தல் போதுமானது . 


( * + + + 2 ) 

3 ) = ( x + 1 ) ஆகின்றது . 


அதாவது 


a 


x2 + 


+ 


, 


= x + f 
2 


x + 


a 

x + 
2 


= 


SI 


f 


என இரண்டாகப் பிரிக்கப்படுகின்றது . இச் சமன்பாடுகளி 
லிருந்து , கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டின் 

தீர்வுகளைக் 
காணலாம் . 


எடுத்துக்காட்டு 2 : 


x + 4x -- 1 * 0 ஐத் தீர் 


இங்கு 

a = 0 , b = 0 , ( = 4 , d = -1 ஆகும் . 


எனவே நிர்ணயிக்கும் முப்படிச் சார்பு ( Cubic resolvent ) 


* +4 ) -16 = 0 ஆகும் . 
ங்கு y = 2 என்பது ஒரு தீர்வு 


y = 2 எனக் கொள்வோமாயின் , 


பெராரி முறையில் கண்ட சார்பு ( 3 ) 

2x 4x + 2 ( 12x - ( 2 ) 
கும் . எனவே 


இங்கு 4 - 12 , f = -- 2 

கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டின் தீர்வுகளை 
x +1 = v2x - 2 


3 " +1 = - 12x + 12 


முப்படி நாற்படிச் சமன்பாடுகள் 


199 


என்பவற்றிலிருந்து பெறலாம் . 


சமன்பாட்டின் தீர்வுகள் 


1 + i v8 + 1 

V2 


. 


--1 + V v8 -1 

V2 | 


. 


ஆகும் . 


11 . 


டேகார்டின் முறை ( Descarte s Method )) 
கொடுக்கப்பட்ட நாற்படிச் சமன்பாடு ax + 4bx + 6cx 
+ 4dx + & = 0 என்க . 


( ax + 4bx + 6cx " + 4dx + e ) 


= a ( x + 2lx + m ) ( x " + 2l x + m ) 
எனக் கொள்வோம் . 


இரு பக்கங்களிலும் உள்ள ஒத்த படிகளின் கெழுக்களை 
ஒப்பிட , 


2al + 2al = 4b 


25 


* . 1+ ! 


.... ( 1 ) 


6 
.. 


a 


am . -- am + 4ll a 


6c 


6c 


.. 


m + m + 41l 


( 2 ) 


- 


u 


2 aim + 2al m 


4d 


- 


2d 


| m ! + I m 


( 3 ) 


a 


amm = 2 


e 


mm = 


........ ( 4 ) 


| 


- 


எனக் காண்கின்றோம் . 


( 2 )-லிருந்து , 
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4-[ 3 - ( m + m " ) ) 


சமன் பாட்டுக் கொள்கை 


200 


* " - -( w+m! - 2 ) 

- 1 - - ( » + w - 2 ) 


t என்க . 


26 


m + m 


4t + 


( 5) 


a 


- 


( 6 ) 


a 


எனவே , 

( 1 + 1 ) ( m + m ) = lim + I m + I m + I m 


2 ( 41+ 2 ) - 
= 1+ + Tw + 2 :"[32 தே ) 


4 a b c - 2ad 


8 bt 


| n + I m 


+ 


( 7 ) 


3 


( u 


( 12 + I " ) ( mi -+ m * ) = ( ml -- Im )" --- ( Im + I m ) 


அதாவது , 
[ (1 + 1 ) - 211 ] [ m + m ) " 2 m m ) 

= [ [ m I -- 1 - ml ) " -- 4 / 1 mm ] + ( l m + I m ) 


எனவே ( 7 ) - லிருந்து , 


{ ** - 2 - - ) } { ( 41+ = - 2 ) 

- { * - - ( - + } 


+{ 4 = 2 *4 + 4 


அதாவது , 

4 as 13 


| 


முப்படி நாற்படிச் சமன்பாடுகள் 
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சமன் 


எனப் பெறப்படும் . இது இங்கு ஒடுக்கப்பட்ட முப்படிச் 
பாடாகும் . ! -ன் மதிப்புகள் ! ,, t ,, 1 , என்க . இவ்வொவ்வொரு 
மதிப்பிற்கும் ஒப்ப m + m , 1 1 - ன் மதிப்புகளைக் காணலாம் . 
பின்பு m , m , 1 , 1 இவற்றினைக் காணலாம் . இம் முறையினால் 
கொடுக்கப்பட்ட ஒரு நாற்படிச் சமன்பாட்டை இரு இருபடிச் 
சமன்பாடுகளின் பெருக்கலுக்குச் சமமாகக் காணலாம் . 
சமன்பாட்டின் தீர்வுகளைக் காணலாம் . 


பின்பு 


எடுத்துக் காட்டு 3 : 


6 x -- 13x3 + 24 x " -- 17 x --- 12 = () ஐத் தீர் . 


684 


13.33 + 24 x 


17 x + 12 


= 6 ( " + 21x + m ) ( x + 2 1 x + m ) என்க . 


. 


13 


1+ I 


3 


m + m 


4 


- 411 


| m -- 1 m 


17 
12 


m m 


= 2 


எனவே , ஒடுக்கப்பட்ட முப்படிச் சமன்பாடு , 


4 18 


259 
4 


t + 


795 
8 


= 0 ஆகும் . 


5 


மல| 


ஓரு தீர்வாகும் . 


2 


4 - 


1 


எனவே 1 / 


- 


( 


4 


m --- m 


3 


1 + 1 


13 
3 


m m 


2 


1 m ! + l m = 


17 

, 1 , m , l m ஐ எடுத்துக்கொள்ள , 
6 


| -- + , " - - - 

. 


18 


-- 


1 , m 


22 


- 


சமன்பாட்டுக் கொள்கை 
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எனக் காண்கின்றோம் . எனவே 

சமன்பாட்டின் தீர்வுகள் , 
2 

3 
12 1 = 0 , 

x + 2 = 0 என்பதின் தீர்வு 
3 

2 
களாகும் . 


- 


x + 1 


0 , x 


வைகள் 


+ ( 1 +242 ) ) , + ( : + v23 ) 


ஆகும் . 


பயிற்சி 


கீழ்க்கண்ட சமன் பாடுகளைத் தீர்க்க : 


( 1 ) x 


4x + x + 2 = 0 


( 2 ) x + 5x + x 


13x + 6 = 0 


( 3 ) 2x + ** + 2x " - 3x - 2 = 0 


( 4 ) 2 : + 5x * – 8 : " 


173 - 6 = ( ) 


( 5 ) x + x + 5x + 5x + 12 = () 


காரணிப்படுத்துக : 

( 6 ) : - 8x - 123 " + 60x + 63 
( 7 ) - x 

- 17x - 20x - 6 


4 


( 8 ) 


8.x " + 21 


26. ! ---- 14 


( 9 ) x * + 12 : -- 3 


14 


818 


1212 + 84x 


63 


( 10 ) : 
( 11 ) + - * 


13 


4.x + 4x + ] = () என்ற சமன் பாட்டிற்கு 


21 


x = 2 cos 

15 

ஒரு தீர்வு என நிறுவுக . மற்ற தீர்வு 
களைக் காண்க . 


( 


( 12) தீர்க்க : [ ( x + 2 ) - ! ] = 8 : ( 1 + 2 ) 

[ / = x + 1 என வைக்க ) 


( 13 ) as + 35 : " + 3 % + d + K ( x - r } ஒரு பூரண முப்படிச் 

சார் பெனின் , 
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முப்படி நாற்படிச் சமன்பாடுகள் 


( ac --- h " ) r + ( ad -- bc ) r + ( hd - c ) = 0 


என 


நிறுவுக . 


( 14 ) a.x * + 3a , : " + 3agr + as = 0 என்பதின் இரு தீர்வுகள் 
-க்குச் சமமாயின் , 

H , 
L 

என நிறுவுக . 
H , H 

= 2H ) , ala3 a2 
[ asa , 

H , ] 


Hi 


- 


கா 
--- 


--- 


H , ana3 


a , 


aia ) 


டை 


( 1 ) 2 , 1 , } ( 1 + v5 ) 
( 2 ) - 1 , 3 , 1 ( - 3 + v 17 ) 
( 3 ) - 1 , 1 , } ( - 1 + i v7 ) 
( 4 ) -- 3 , -- 1 , - } , 2 
( 5 ) - 1+ iv2 , 1 ( 1 + iv15 ) 
( 6 ) ( x - 23 - 3 ) ( x " - 6x - 21 ) 
( 7 ) - ( x + 4x + 2 ) ( " - 4x - 3 ) 
( 8 ) ( x - 2x + 2 ) ( x " 61 + 7 ) 
( 9 ) ( x - x + 6 + 3 + 1 6 ) ( x + x + 6 + 3 – 16) 
( 10 ) { * – 23 ( 2 + v7 ) + 3v 7 } 

{ x – 2x ( 2 – < 7) - 317 } 

8 * 
( 11 ) 2 cos 45 , 2 cos 
2 cos 

15 . 

15 


16ா 


( 12 ) 1 , 


- 3 + V 5 

2 


+I 


- 1 
2 


- 


15 


+ 


3 | 

2 


5 + | 

2 


. 


8. சமன்பாடுகளின் தீர்வுகளைப் பிரித்தல் 


( Separation of Roots ) 


கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டின் தீர்வுகளைப் பிரித்தல் 
என்றால் , தீர்வுகள் அமையும் இடைவெளியைக் காணுதலாகும் . 
இங்கு நாம் மெய்யெண் தீர்வுகளைப் பற்றி மட்டுமே கூறு கின் 
றோம் . எடுத்துக்காட்டாக, x 3 + x2 - 2x - 1 = 0 என்ற சமன் 
பாட்டின் தீர்வுகள் ( - 2 , -1 ) , ( -1 , 0 ) , ( 1 , 2 ) என்ற இடை 
வெளியில் அமைவதாகக் காண்கின்றோம் . இவற்றைப் பற்றியும் , 
தீர்வுகளின் எல்லைகளைப் பற்றியும் நாம் இங்குக் காண்போம் 
முதலில் சமன் பாட்டின் தீர்வுகளைப் பற்றி நாம் ஏற்கெனவே 
கண்ட சில உண்மைகளையும் , அடிப்படைத் தேவைகளையும் 
காண்போம் . 


( 1 ) கீழ்க்கண்டவற்றை நாம் ஏற்கெனவே பார்த்திருக் 
கின்றோம் . 


( i ) f ( x ) = () என்ற சமன் பாட்டில் x = a , x = b , ( a < bi 
எனப் பிரதியிடும் பொழுது f ( a) , f ( b ) -ன் குறிகள் மாறுபட்ட 
தாயின் , சமன்பாட்டின் தீர்வுகளில் குறைந்தது ஒன்று அல்லது 
ஒற்றைப்படை எண்ணிக்கையுள்ள தீர்வுகள் காணப்படும் . 


( ii ) f ( a ) , f ( b ) ஒரே குறியுடையதாயின் , a , b- க் கிடை 
யில் ஏதும் தீர்வுகள் இருக்காது அல்லது இரட்டைப் படை 
எண்ணிக்கையுள்ள தீர்வுகள் காணப்படும் . 


( iii ) ஒவ்வோர் ஒற்றைப்படிச் சார்புக்கும் குறைந்தது. ஒரு 
மெய்யெண் தீர்வு உண்டு. அத் தீர்வின் குறி இறுதி உறுப்பின் 
குறிக்கு எதிரானதாக இருக்கும் . 


சமனபாடுகளின தீரவுகளைப் பிரித்தல 
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( iv ) இறுதி உறுபபின குறி எதிராக உள்ள 

ஒவவோா 
இரடடைப்படிச் சார்புக்கும் குறைந்தது ஒரு நொ எண தீரவும் 
ஓா எதிர எண தீரவுமாக இரு தாவுகள் உண்டு 


மேலே கூறப்பட்ட உணமைகளிலிருந்து , கழககண்ட சமன 
பட்டின தீரவுகளின எலலைகளைக் காண்போம் 


f ( x ) = ( x - 1 ) ( x - 3 ) ( x -- 5 ) ( x - 7 ) 
+ X ( r -- 2 ) ( x - 4 ) ( 1 

4 ) ( 1 - 6 ) = () 


T / ஐப பிரதியிட 


f (1 ) ல 1 = - 2 , 4 , 6 

f ( - ) = + 


= 


( 2 ) 


--- 


f ( 4 ) 


--- 


f ( 6 ) 


--- 


f ( + ) 


+ 


எனக 


காணகினறோம் எனவே , 

எனவே , சமனபாடடின தீர்வுகள் 
( - , 2 ) , ( 24 ) , ( 4 6 ) , ( 6 + 1 ) இடைவெளியில் 
அமையும் எனக காணகினறோம 


( 2 ) இனி கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டில் உள்ள 

மெய 
யெண தீர்வுகளுக்கும் உறுபபுககளுக்கிடை மயாள குறி 
களுக்குமிடையேயுளள தொடாபினைக காணபொம 


டேகாரடின் குறி விதி ( Descartes Rule of Signs ) 
( 1 ) f ( x ) === () என்ற சமன்பாட்டின 

மெயயெண 
தீரவுகள் 

களின் எண்ணிககை அச சமனபாட்டில் உள்ள குறி மாற 
றங்களின எணணிககையை மிஞ்சாது 


கூட 


( II ) f ( x ) = () எளற சமன பாடடின குறை மெய் யெண 
தீரவுகளின் எண்ணிககை f ( - x ) = 0 எனற சமன பாட்டில் 
உள்ள குறி மாற்றங்கரின கணணிககையை மிஞ்சாது 


- 


சமனபாடு 


எனக 


f (a ) 0 எனபது கொடுககபபடட 
( a ) ன உறுப்புகளின குறிகள 
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சமனபாடடுக கொள்கை 


+ 


+ 


- 


---- 


- 


+ 


+ 


+ + 


-- 


எனக இங்கு ( + ) லிருந்து ( - ) ககும் ( - ) லிருந்து ( + ) ககுமாக 
ஏழு குறிமாற்றங்கள் உள்ளன 


f ( x ) ஐ ( x -- 1 ) ஆல பெருக்குவதாகக 

கொளவோம் 
( x - ] ன குறிகள் + ஆகும் இவவாறு கூடடெண தீாவுக 
குச சமமான ஈருறுப்புக 

கோவையால f ( x ) ஐப பெருக்கும் 
பொழுது கிடைக்கும் கோவையில் உள்ள குறி மாற்றங்களை 
நோக்குவோம 


+ + 


-- 


+ - 


--- 


+ 


--- 


- 


+ 


+ 


+ 


+ 


+ 


+ + 


-- 


--- 


+ 


---- 


+ 


+ 


F 


-- 


+ + 


| 


+ + + 


+ 


+ 


+ 


+ 


இவவாறு பெருககிக கிடைதத கோவையின் 

உறுப்பு 
களின குறி மாற்றங்களிலிருந்து கீழ ககண்டவறறை நாம் அறி 
கினறோம 


( 1 ) சந்தேகத்திற்கிடமான குறிகளை ( + ) ஆகக கொண 
டால் , 

f ( x ) x ( x - 4 ) ன பெருககற பலனில 
மாற்றங்கள் 


குறி 


-- 


-- 


+ + + 


-- 


+ 


T 


+ 


+ 


ஆகும 


( 2 ) சநதேகததிறகிடமான குறிகளை ( - ) ஆகக கொண 
டால , f ( x ) X ( x --- d . ) ன பெருககற பலனில குறிமாறறஙகள 


+ 


+ 


-- 


+ 


+ 


ஆகும 


மேலே கண்ட இரண்டு விதங்களிலும் , எட்டு குறிமாற்றங் 
கள உள்ளன என்பதைக் காணகினறோம் 


அதாவது f ( x ) - ல உள்ள குறிமாற்றங்களை விட f ( x ) X 
( x - L ) ல குறைந்தது ஒகு குறிமாறறம அதிகமாக இருககினறது 


சமன்பாடுகளின் தீர்வுகளைப் பிரித்தல் 
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எனக் காண்கின்றோம் . அதாவது என்ற கூட்டுமெய்யெண் 
தீர்வுக்காகக் குறைந்தது ஒரு குறிமாற்றம் ஏற்படுகின்றது . இவ் 
வாறே B என்ற கூட்டு மெய்யெண் தீர்வுக்கு , f ( x ) ( x - ) 
( x - B ) - ன் குறிமாற்றங்களின் எண்ணிக்கை , f ( x ) ( x - l ) - ல் 
உள்ள குறிமாற்றங்களை விடக்குறைந்தது ஒன்று . அதிகமாக 
இருக்கும் . இவ்வாறே n கூட்டு எண் தீர்வுகளுக்குக் குறைந்தது 
n குறிமாற்றங்கள் கூடு தலாகும் எனக் காண்கின்றோம் . 


f ( x ) = () -ன் தீர்வுகளின் குறியை மாற்ற , f ( --- x ) = 0 - ன் 
தீர்வுகள் கிடைக்கப் பெறுகின்றன . எனவே f ( x ) 0 - ன் 
குறை யெண் தீர்வுகள் , f ( --x ) = 0 - ன் கூட்டு எண் தீர்வுகளா 
கும் . எனவே f ( 1 -- x ) a () -ல் உள்ள கூட்டு மெய் எண் தீர்வு 
கள் , f ( -x) = () -ல் உள்ள குறிமாற்றங்களின் எண்ணிக்கையை 
விட அதிகமிருக்காது . அதாவது f ( x ) = () -ல் உள்ள குறை 
யெண் தீர்வுகளின் எண்ணிக்கை f ( x ) == (0 - ல் உ.ள்ள குறிமாற் 
றங்களின் எண்ணிக்கையை விட அதிகமிருக்காது எனப் புலனா 


கின்றது . 


குறிவி சியிலிருந்து கீழ்க்கண்டவற்றை 


( 3 ) டேகார்டின் 
அறிகின்றோம் ; 


( i ) சமன் பாட்டின் கெழுக்கள் அனைத்தும் கூட்டு எண்களா 
யின் , சமன் பாட்டிற்குக் கூட்டு எண் தீர்வு கிடையாது . 


( ii ) x- ன் 

x -ன் இரட்டைப்படிக் கெழுக்களும் , ஒற்றைப்படிக் 
கெழுக்களும் எதிரெதிர் குறிகளைப் பெற்றிருந்தால் , அச்சமன் 
பாட்டிற்குக் குறை யெண் தீர்வுகள் கிடையாது . 


( iii ) இரட்டை யெண்படிகள் மட்டுமே பெற்று , அனைத்து 
கெழுக்களும் ஒரே குறியினையும் பெற்றிருந்தால் அச் சமன்பாட் 
டிற்கு மெய்யெண் தீர்வுகள் கிடையாது . 


(iv ) ஒற்றை யெண்படிகள் மட்டுமே பெற்று , அனைத்துக் 
கெழுக்களும் ஒரே குறியினைப் பெற்றிருந்தாலும் x = 0 ஐத் 
தவிர மெய் யெண் தீர்வுகள் கிடையாது . 


* 


4. ரோல் தேற்றம் ( Rolle > s Theorem ) 


f ( x ) = 0 என்ற சமன் பாட்டிற்கு a , b என்பன அடுத்தடுத்த 
இரண்டு மெய் யெண் தீர்வுகளெனின் , [ ( x ) = 0 என்ற சமன் 
பாட்டிற்கு , a , b- க் கிடையில் ஒரு மெய்யெண் தீர்வு உண்டு . 
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f ( x ) = 0 என்ற சமன் பாட்டில் , a ஒரு 4 மடங்குத் தீர்வா 
கவும் , b ஒரு 3 மடங்குத் தீர்வாகவும் இருக்கட்டும் . 


: . f ( x ) = ( x - a ) - ( x -- b ) P p ( x ) 


[ P (a ) # 0 , p ( b ) + 0 ] 


f ( a ) , f ( 6 ) வெவ்வேறு குறியுடைய தாயிருந்தால் , a- க்கும் 
b- க்கு மிடையில் டேகார்டின் தேற்றப்படி f ( x ) - க்கு வேறொரு 
தீர்வு உண்டு . ஆனால் a- யும் , b- யும் f (x ) = ) - ன் அடுத்தடுத்த 
தீர்வுகளாதலால் , f ( a ) f ( b ) ஒத்த குறியினைப் பெற்றிருக்கும் 
என்பன தெளிவு . 


( பஜ வகைப்படுத்த , 


L 


f ( x ) = 4 ( x - a ) 


- 1 ( x - b ) 3 p (x ) 


| ) 


+ B (x - a) " ( x - b ) 3 - 1 

P (x ) 


L 


+ ( x - (1) 


( x - b ) B p (s ) 


di - 


1 


B - 1 


f ( x ) == ( x -- a ) 


( x - b ) 


( [ < ( x - b ) + B ( x --a ) ] p x 

+ ( x - a ) ( x - b ) P ( x ) 
(( x - b ) 9 – 1 + ( x ) என்க . 


1 


= ( x - a ) 


எனவே , 
* ( a ) = 

= ( a - b ) p ( a ) 
* ( b ) = B ( b --- a ) p ( b ) ஆகும் . 


P ( a) , p (b ) ஒத்த குறியுடையதால் , ( 2 ) , ( b ) எதிரெ 
திர் குறியைப் பெறும் . எனவே , * ( x ) = 0 க்கு , a , b - க்கிடையில் 
ஒரு மெய்யெண் தீர்வு உண்டு என்றாகின்றது . எனவே , f ( x ) க்கு 
a , b க் கிடையில் ஒரு மெய்யெண் தீர்வு உண்டு என புலனா 


கின்றது 


சமன்பாடுகளின் தீர்வுகளைப் பிரித்தல் 
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கீழ்க்கண்டவற்றை 


( 5 ) ரோல் தேற்றத்திலிருந்து 
அறிகின்றோம் . 


( i ) f ( x ) = () -ன் எல்லா தீர்வுகளும் மெய்யெண் தீர்வு 
* களாயும் , f ( x ) = 0 , f ( x ) = 0 , f i ( x ) = 0 என்பதின் தீர்வு 
களும் மெய்யெண் தீர்வுகளாயிருப்பின் , ஏதாவதொரு சமன் 
பாட்டின் தீர்வுகள் அதற்கு முந்திய சமன்பாட்டின் தீர்வுகளைப் 
பிரிக்கின்றன . 


- 


( ii ) f ( x ) = 0 என்ற சமன்பாட்டின் அடுத்தடுத்த இரு 
தீர்வுகளுக்கிடையில் f ( x ) = () --ன் தீர்வுகளில் ஒன்றிற்குமேல் 
இருக்காது . 


( iii ) f ( x ) = ( ) ‘ a மெய்யெண் தீர்வுகளைக் கொண்டிருப் 
பின் , f ( x ) = 0 ( a + 1 ) க்கு மேல் மெய்யெண் தீர்வுகளைக் 
கொண்டிருக்க முடியாது . 


( iv ) f ( x ) = 0 - ல் எத்தனை கற்பனைத் தீர்வுகள் 
உள்ளனவோ , குறைந்தது அத்தனை கற்பனைத் தீர்வுகள் 
f ( x ) == 0 - ல் காணப்படும் . 


( v ) f ( x ) = 0 -ன் 11 , d ..... போன்ற எல்லா மெய்யெண் 
தீர்வுகளையும் பெற்றால் , f { a ) , f ( cL2) ... இவற்றின் குறிகளைக் 
கொண்டு f ( x ) = ( ) - ல் மெய்யெண் 

தீர்வுகளின் எண்ணிக் 
கையைக் காணலாம் . 


எடுத்துக்காட்டு 1 : 

: 
15 +7 x * - ~ - 9x + 11 = ( ) க்கு இரண்டு கற்பனைத் தீர்வுகளா 
வது உண்டு என நிறுவுக . 
f ( x ) x ^ + 7 x ^ = 9 x + 11 

- 9 x -- 11 = 0 என்க . 
சமன் பாட்டின் குறிகள் . 
+ 

+ 


+ 


இதில் குறிமாற்றங்களின் எண்ணிக்கை 2 ஆதலால் , சமன் 
பாட்டின் கூட்டு மெய்யெண் தீர்வுகளின் மீப்பெரு எண்ணிக்கை 
இரண்டாகும் . 

f ( -- x ) = - x – 7 x + 9x + 11 = 0 ஆகும் . 
f ( - x ) - ல் உள்ள குறிமாற்றங்கள் 

+ + 
+ ஆகும் . 

. 


| 


ச . கொ . - 14 


4 x3 


எனவே , ஒரு குறைவுகள் 
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இதில் குறிமாற்றத்தின் எண்ணிக்கை ஒன்று . எனவே , 
கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டிற்குரிய குறையெண் தீர்வுகளின் 
எண்ணிக்கை ஒன்றாகும் . சமன்பாட்டிற்கு ஐந்து தீர்வுகள் 
உள்ள தால் , கற்பனைத் தீர்வுகள் குறைந்தது இரண்டு உண்டு 
என்பது தெளிவு . 
எடுத்துக்காட்டு 2 : 
f ( x ) 

21 x + 18 x + 30 = 0 -ன் தீர்வுகளின் 
தன்மையை ஆராய்க . 

4 : 8 

21 x --- 18x +30 () என்க . 
இதனை வகைப்படுத்த 

f ( x ) = 12 x " - 42 x + 18 = 0 
அதாவது , 6 ( 2x - 1 ) ( x - 3 ) - 0 
எனவே , f ( x ) -ன் தீர்வுகள் 1/2 , 3 ஆகும் . 
dl 0 1/2 3 

137 
f ( x ) L4 

3 

dL 

4 
இதிலிருந்து f ( x ) = 0 க்கு ( - , 0 ) - வில் ஒரு தீர்வு உண்டு 
எனத் தெரிகின்றது . f ( x ) வேறெங்கும் எதிரெதிர்க் குறியினைப் 
பெறுதலால் , மற்ற தீர்வுகள் கற்பனைத் தீர்வுகளாகின்றன . 

, 
களும் உண்டு . 


1 


30 


எடுத்துக்காட்டு 3 : 


04 ( 

x + 4 ax + 6 b x + c = ) -ன் மூன்று தீர்வுகள் சமமா 
யின் , 30 4 b , 27 a + 16 = 0 என நிறுவுக . நான்காவது 
தீர்வு - எனக் காட்டு . 


a 


f ( x ) = x + 4 a x 8 + 6bx" + c = 0 


. f ( x ) = 4 x + 12 ax + 12 b x = 0 


f ( x ) = 12 x + 24 a x + 12 b = 0 
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1 , கொடுக்கப்பட்ட மடங்குத் தீர்வாயின் , 


f ( x ) = 0 , f " ( x ) = 0 க்கு .. ஒரு தீர்வாகும் .. 


அதாவது , 
f ( d ) = 4 4 + 12 a ! + 12 b 4 = 0 


41 : + 31 1 + 35 = 0 


( 1 + 31 1 + 36 ) 


* 4 + 0 , 4 " + 3a cL + 3 b = 0 
f " ( d ) 12 013 + 24 al + 125 = 0 


. 


41 + 2 a ol + 5 = 0 


- ( 2 ) 


( 1 ) , ( 2 ) - லிருந்து 


a + 250 


25 


odL 


- 
- 


ஃ ( 1 ) - ல் பிரதியிட , 

46 

+ 3a 
an 


+ 360 


.. 4 b * - 6 at b + 3 a b = 0 


* 45 = 3 d " 


d , f ( x ) - 0 க்கு ஒரு தீர்வா தலால் , 


* + 4 a s + 6 5 4 + c = 0 . 


25 


od 


ஐப் பிரதியிட , 


- 


a 


32 58 


16 64 

a 


+ 


24 - 
a 


+ c = 0 . 


4 = 30" - லிருந்து , 
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b - 


3 22 
4 


எனவே , 


- + c = 0 


1 ( 3 ) - ( 3 ) + 24 ( 24 ) + 

27 « [ * - } + ; ] + - 0 


ஃ . 


+ 


27 a * + 16c 


0 


நான்காவது தீர்வு B எனக் கொள்வோமாயின் 


d ß 

* B = C 


* B = 


c as 
8 53 


- 26 


| 


.. 1 


. 


தீர்வுகளின் கூட்டுத் தொகை 


3 ( 2 ) + B --4 . 
* 6- * -4 

61 


4 . 


3 . 


= 6 


42 


- 


4a 


a 


11 


* 


2 


எடுத்துக்காட்டு 4 : 

d- ன் எந்த மதிப்பிற்கு ax " - 9x " + 12x - 5 = 0 மடங்குத் 
தீர்வுகள் 

ளைப் பெற்றிருக்கும் ? அத் தீர்வுகளைக் காண்க : 


f ( x ) = ax * - 9 " + 12x - 5 


f1 ( 3 ) 


3ax ? 


18x + 12 


213 


சமன்பாடுகளின் தீர்வுகளைப் பிரித்தல் 


N 


4 ஒரு மடங்குத் தீர் வெனின் , 


f ( da ) = 0 , 


f ( 1 ) = 0 


ஃ 


adle 


-6 .. + 121 


- 53 ) 


( 1 ) 


3a - 18 + 12 = 0 


adt -91 + 4 - 0 


( 2 ) 


(( 2 ) XL 


als 


61 + 4 = 1 


( 3 ) 


( 3 ) - ( 1 ) = > 3d - 8 + 5 = 0 


ஃ ( d- 1 ) ( 3.0 - 5 ) = 0 


4 = 1 அல்லது , 


I = 1 அல்லது , என f ( x ) - ல் பிரதியிட , 


a - 9 + 12 - 5 = 0 அல்லது 


. 


12,3-9,23 + 12-5 = 0 ) 


ஃ . 


a = 2 அல்லது a 


54 
25 


- 


எனவே , f ( x ) ஆனது , 
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93 " + 12x - 5 = 0 அல்லது 


- 


54 

** - 9x " -- 12x - 5 = 0 . 
25 


இவற்றிலிருந்து கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டின் தீர்வுகள் 

1 , 1 , - 


அல்லது , , * எனக் காணலாம் . 
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6. கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டில் அடுத்தடுத்தாற்போல் 
உள்ள கெழுக்களின் மதிப்பு பூச்சியமானால் , அச் சமன் பாட்டின் 
தீர்வுகளின் தன்மையை ஆராய நாம் கீழ்க்கண்ட தேற்றத்தைப் 
பயன்படுத்துவோம் . இத் தேற்றம் தி குவா தேற்றம் ( De Gua s 
Theorem ) எனப்படும் . 


தி குவா தேற்றம் : 

f ( x ) = 0 என்ற சமன்பாட்டில் அடுத்தடுத்த 1 கெழுக்கள் 
பூச்சியம் எனக்கொள்வோம் . அப்பொழுது , 


0 க்கு 


( i ) r 

ஓர் இரட்டைப்படை எண்ணாயின் , f ( x ) 
குறைந்தது r ’ கற்பனைத் தீர்வுகள் உள்ளன . 


( ii ) ஓர் ஒற்றைப்படை எண்ணாயின் , பூச்சியம் கெழுக்க 
ளுடைய உறுப்புகளுக்குப் பிந்திய , முந்திய உறுப்புகளின் குறிகள் 
ஒரே மாதிரியாக அல்லது எதிரெதிராக இருப்பதைப் பொறுத்து 

= ( 0 - க்குக் குறைந்தது ( r + 1 ) அல்லது ( 1 - 1 ) 
கற்பனைத் தீர்வுகள் உள்ளன 


f ( x ) = po xn + px xn - 1 + + ps - u xn - s + 1 + ps + r xn_S_r 

+ ps + r + 1 x - s - r - 1 + ... + par1 x + pa 


r ) 


என்க . இங்கு அடுத்தடுத்த 
ps + -1 பூச்சியமாகும் . 


கெழுக்கள் ps ps + 1 , ... 


F ( x ) 


pox" + p x - 1 + ... + ps- x - s+ 1 + qs xn - s 
+ qs + 1 xn - S - 1 -- + 9s + r- x -5_ITI 

+ ps + r xn - S - I + ... + pa- 1 x + pa 


என்க . 


இங்கு 95 , 95 +1, ..... + - என்பவை பூச்சியமல்ல . 


f ( x ) ; f ( - x ) - ன் குறிமாற்றங்களின் எண்ணிக்கை 
முறையே 1 , m என்க . L , M , - 1 , m என்பன முறையே F ( x ) , 
Đ- xn- + + ber ºn- sur- 6 குறிமாற்றங்களின் எண்ணிக்கை 
என்க . 


ps - 1 xn - s + 1 + is xn - s + ... + + r , xn - s - r + 1 + ps + r xn - 8 

= x - s -rp ( x ) 
என்க . 
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இதன் 


இங்கு ? ( x ) ஒரு ( r + 1 ) படிக்கோவையாகும் . 
கெழுக்கள் பூச்சியயல்ல . எனவே ற ( c ) , P ( - x ) இவற்றின் 
மொத்த குறி மாற்றங்களின் எண்ணிக்கை ( r + 1 ) ஆகும் . 


எனவே , L + M = 

L + M = ( 1 + m ) -- ( I + m ) + ( r + 1 ) 


F ( x ) ஒரு n , 

படிக்கோ வையாதலால் , L + msn . இங்கு 
F ( x ) - ன் ஒரு கெழுவும் பூச்சியமில்லை . 


எனவே , ( r -- 1 ) - ( l + m ) < n - ( 1 + m ) 


மேலும் f ( x ) = 0 - ன் மெய்யெண் தீர்வுகள் ( 1+ m ) ஐ விட 
அதிகமாக இருக்க முடியாதாகையால் , f ( x ) = 0- க்குக் குறைந்தது 
n- ( 1 + m ) கற்பனைத் தீர்வுகள் உள்ளன . அதாவது f ( x ) = 0 - க்குக் 
குறைந்தது ( r + 1 ) - ( ! -- m ) கற்பனைத் தீர்வுகள் உள்ளன . 


( i ) r ’ ஓர் இரட்டைப்படை எண்ணாக இருக்கட்டும் . அப் 
பொழுது , 


ps - 1 xn - 3-1 + [fs + r xn - s - r = xn --- ( ps - 1 xr + 1 + ps + r ) 


( -- x ) + 


xr + 1 ஆகும் . 


-- 


p . - 1 , Ps + r ஒரே குறியைக் கொண்டிருப்பின் , 


I = 0 , m 


1 


எனவே 


I + m - 1 


ஃ ( r + ] ) -- ( l + m ) = r 


அதாவது f ( x ) = 0 க்குக் குறைந்தது கற்பனைத் தீர்வு 
கள் உள்ளன . 


ஒற்றைப்படை எண்ணாயிருக்கட்டும் . 


அப் 


( ii ) r ஓர் 
பொழுது 


ps- , ( -x ) r + 1 + Fs + r = ps- xr + 1 + par , ps - 1 , ps + r ஒரே 
குறியைப் பெற்றிருப்பின் , 1 = 0 , m = 0 . 


- 


எனவே 1 + m 


* . ( r + 1 ) - ( l + m ) = r + ! 


- 
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எனவே f ( x ) = 0- க்குக் குறைந்தது ( r + 1 ) கற்பனைத் 
தீர்வுகள் உள்ளன . 


ps - 1 , Ps + r எதிரெதிர் குறியைப் பெற்றிருப்பின் , 


I = 1 , m 


1 


.. I + m = 2 


ஃ . ( r + 1 ) - ( l + m ) = r - 1 


எனவே , f ( x ) = 0 - க் குக்குறைந்தது ( r - 1 ) கற்பனைத் 
தீர்வுகள் உள்ளன . 


7. தீர்வுகளின் எல்லைகள் ( Limits of the roots ) 

கொடுக்கப்பட்ட ஒரு சமன்பாட்டிற்குள்ள தீர்வுகள் அமை 
யும் இடைவெளியினைக் காணலாம் . இவ்விடை வெளியின் 
எல்லை களைச் சமன்பாட்டின் தீர்வுகளது எல்லைகள் என்கிறோம் .. 
அவைகள் மேல் எல்லை , கீழ் எல்லை ( Superior limit and Inferior 
limit ) என்பதாகும் . 


கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டின் எல்லாக்கூட்டெண் தீர்வு 
களைவிட மிகப் பெரிய எண்ணைக் கூட்டெண் தீர்வுகளின் மேல் 
எல்லை என்று வழங்குகின்றோம் எல்லாக்கூட்டெண் தீர்வுகளை 
விடமிகச் சிறிய எண்ணைக் கூட்டெண் தீர்வுகளின் கீழ் எல்லை 
என்கிறோம் . இதே போல் குறையெண்களுக்கும் மேல் எல்லை , 
கீழ் எல்லையைக் காணலாம் . f ( x ) = 0 கொடுக்கப்பட்ட சமன் 
பாடு என்க . f ( -x ) = 0 - க்குரிய கூட்டெண் தீர்வுகளின் மேல் 
எல்லை , கீழ் எல்லை முறையே 1 , n எனின் f ( x ) = 0 - ன் குறை 
யெண் தீர்வுகளின் கீழ் , மேல் எல்லைகள முறையே -1 , --m 
ஆகும் . 


8. தீர்வுகளின் கீழ் , மேல் எல்லைகளைத் தீர்மானித்தல் 

கொடுக்கப்பட்ட சான்பாட்டின் தீர்வுகளின் கீழ் , மேல் 
எல்லைகளை நிர்ணயிப்பதற்குக் கீழ்க் கண்ட விதிகளைப் பயன் 
படுத்துவோம் . 


(( i) xn + p , xn - 1 + p2xn- + 

+ ... 

+ pa- + pa 
என்ற சமன்பாட்டில் முதல் குறைத்தற் குறியுடைய உறுப்பு 
( Negative term ) - prxn - r , மிகப் பெரிய குறையெண் கெழு --Pk 
எனின் , IPk +1 , கூட்டெண் தீர்வுகளின் மேல் எல்லையாகும் . 
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( ii ) கொடுக்கப்பட்ட சமன் பாட்டில் காணும் குறையெண் 
கெழுக்களை , கூட்டெண் கெழுக்களாகக் கொண்டு , அவற் 
றிற்கு முன்னுள்ள கூட்டெண் கெழுக்களின் கூட்டுத்தொகை 
யால் வகுத்து , பெறக்கூடிய மிகப் பெரிய ஈவோடு ஒன்றைக் 
கூட்டிக் கிடைக்கப் பெறுவதே அச் சமன்பாட்டில் உள்ள கூட் 
டெண் தீர்வுகளின் மேல் எல்லையாகும் . 


( iii ) நியூட்டன் முறை ( Newton Method ) : 

f ( x ) , அதன் வகைப் படுத்தப்பட்ட சார்புகள் இவை 
யனைத்தையும் எந்த எண் > 0 ஆக ஆக்குகின்றதோ , அவ் 
அவ் வெண் f ( x ) = 0 என்ற சமன்பாட்டின் கூட்டெண் தீர்வு 
மேல் எல்லையாகும் . 


எடுத்துக்காட்டு 1 : 

கீழ்க்கண்ட சமன்பாட்டின் கூட்டெண் தீர்வுகளின் மேல் 
எல்லையைக் காண்க 


x - 5x : + 40x " - 8 : +23 = 0 


முறை ( 1 ) -ன் படி - prxn -r = -- 51 * ஆகும் . 


ங்கு r = 1 ஆகும் 


pk = 8 ஆகும் 


எனவே மேல் எல்லை 


Vpk + 1 


11 


18 
+ 1 - 9 ஆகும் . 


5 


முறை ( ) -ன் படி , + 1 = 6 ஆகும் . 


நியூட்டன் முறைப்படி பார்ப்போம் . 


f ( x ) = x - 5x " + 40x " -8.x + 23 


f , ( x ) = xx -- 15x " + 80x - 8 


fa ( x ) = 12x " --30x +80 


f3 ( x ) = 24x - 30 
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x = 2 எனின் , f ( x ) > 0 , 

f , ( x ) > 0 
f 2 ( x ) > 0 

f , ( x ) > 0 
எனக் காண்கின்றோம் . 


எனவே , நியூட்டனின் முறைப்படி கொடுக்கப்பட்ட சமன் 
பாட்டின் கூட்டெண் தீர்வுகளின் மேல் எல்லை 2 ஆகும் . 


மேலே கண்ட மூன்று முறைகளில் நியூட்டனின் முறை 
சிறிது கடினமாகத் தோன்றி னாலும் , மிக நெருங்கிய எல்லையை 
( closest limit ) இம் முறையால் பெறுகின்றோம் என்பதைக் 
கவனிக்க . 


எடுத்துக்காட்டு 2 : 

2x " + 7x , - 40x " -23x " + 38x -4 = 0 


என்ற சமன் பாட்டின் தீர்வுகளைப் பிரிக்க . 


f ( x ) = 2 : + 7x " - 40x " - 23x " + 38x - 4 என்க . 
ஃ f 1 ( x ) = 10x + 28x * - 120x - 46x +38 

f , ( x ) 40x + 84x " - 240x - 46 
f3 (x ) 120x + 168x - 240 


1 


f . ( x ) 240x +168 
f . ( x ) = 240 


நியூட்டன் முறையைப் பயன் படுத்தி தீர்வுகளின் எல்லை 
யைப் பின் வருமாறு காணலாம் : 


f ( x ) 


f ( x ) 


f3 ( x ) 


f , ( x ) 


f , ( x ) 


f ( x ) 


X 


= 0 


+ 


+ 
-- 


| 
+ 


= 


1 


+ 


x = 2 


+ 


x = 3 


++ 


+++ 


+++ 


+++ 


| 
+ 
+ 


* 


4 


+ 
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எனவே , கூட்டெண் தீர்வுகளிகன் மேல எல்லை 4 ஆகும் . 
அதோடு சமன் பாட்டின் மிகப் பெரிய தீர்வு 3 - க்கும் 4 - க்கும் 
இடையில் அமைகின்றது . 


குறை யெண் தீர்வுகளின் கீழ் எல்லையைக் காண , நாம் 
f ( - ) ) = ()-ன் கூட்டெண் தீர்வுகளின் 

மேல் எல்லையைக் 
காண்போம் . 


f ( x ) = 2 x + 7 x " - 40x " - 23 x + 38 x -- 4 


ஃ f ( -y ) = 3 ( --y ) * + 7 ( - y ) * 


40 ( - ) ) 


- 


23 ( - ) ) -- 18 ( - ) ) - 4 


எனவே , மாற்றியமைக்கப்பட்ட சழன் பாடு 


P ( y ) = 2 v * – 7 -- 40 y * + 23 y " + 38 y + 4 = 0 


ஆகும் . 


. 


: P , { } ) = 10 y * - 28 ** - 120 y " + 46y + 38 

P2 ( 1 ) 40 * -- 84 ) 24 ) } + 46 


9 


- 


P3 ( y ) = 120 ) 

y " 


- 


168 ) - 240 


168 


P. ( y ) = 240 ) 


- 


Ps ( y ) = 240 .. 


. 


நியூட்டன் முறையைப் பயன் படுத்த , 


Ps ( 3 ) 7. ( 1 ) ? 3 ( y ) P2 ( y ) P. ( y ) Pty ) 


W 


- 


> 


1 


y 


2 


காக 


y 


3 


- 


4 


+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 


+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 


y 


| 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 


y 


5 


| 
+ 
+ 
+ 
+ 


| 
+ 
+ 
+ 


y 


= 


6 


| 
+ 


y 


7 
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= ( -ன் 


எனவே , f ( - ) ) 

கூட்டெண் தீர்வுகளின் மேல் 
எல்லை 7 ஆகும் . எனவே f ( x ) = 0 - ன் 

0 - ன் குறை யெண் தீர்வு 
களின் கீழ் எல்லை -7 ஆகும் . 


எனவே - 7 க்கும் , 4 - க்கு மிடையில் அமையும் தீர்வுகளின் 
பிரிவுகளைக் காண்போம் . 


x f ( x ) f ( x ) f ( x ) f (x ) f ( x ) f : ( v ) குறி மாற்றங் 

களின் 
எண்ணிக்கை 


. 


-7 


+ 


--- 


+ 


-- 


-- 


5 


-- 


- 6 


+ 


+ 


+ 


-- 


4 


+ 
+ 


5 


-- 


* 


4 


-- 


++ 


+ 
+ 


--- 


4 


--- 


--- 


4 


++ 


- 3 


+ 


+ 


-- 


+ 


4 


--- 


- 2 


+ 


| 


--- 


+ 


4 


| 


-- 


--- 


-- 


--- 


+ 


3 


O 


.-- 


+ 


-- 


--- 


+ 


3 


++ 


1 


--- 


நா 


-- 


+ 


+ 


1 


2 


--- 


+ 


+ 


+ 


+ 


1 


3 


+ 


+ 


+ 


1 


+ + 


+ 
+ 


4 ) 


+ 


+ 


+ 


+ 


0 


* 


எனவே ( 3 , 4 ) . ( -7 , 

, 6 ), ( -2 , - 1 ) இவற்றிற்கிடையே 
ஒவ்வொரு தீர்வுகளும் , ( 0 , 1 ) -க்கிடையே இரண்டு தீர்வுகளும் 
அல்லது ஒரு தீர்வுகளும் அமையாமலும் இருக்கலாம் . 


இன்னும் நெருக்கமான இடைவெளி வேண்டுமாயின் , -7 , 
-6 ...... என எடுத்துக்கொள்வதற்குப் பதிலாக -7 , -6 5 , -5 , - 
என எடுத்துக் கொண்டு காணவேண்டும் . 
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8 . 

ஸ்டாம் சார்புகள் ( Sturm s Functions ) 
சமன்பாடுகளின் தீர்வுகளைப் பிரிப்பதற்கு இன்னொரு முறை 
உண்டு . இம்முறை C. ஸ்டர்ம் ( 1803-1855 ) 

அவர்களால் 
கண்டுபிடிக்கப்பட்டது . முதன் முதலில் இதனை அவரே 1829 - ல் 
வெளியிட்டார் . இம் முறையினால் மடங்குத் தீர்வு பெறாத சமன் 
பாடுகளில் உள்ள மெய் யெண் தீர்வுகளின் சரியான எண்ணிக் 
கையைப் பெற முடிகின்றது . 


P = () என்பது மடங்குத் தீர்வுகள் இல்லாத சமன் பாடு 
என்க , அப்பொழுது கீழ்க்கண்டவற்றை ( a , b ) என்ற இடை 
வெளியில் பெற்றிருக்கும் . 


P , P1 , P2 > ...... Fm 


( 1 ) 


. 


என்ற கோவைகளின் தொடரைக் காணலாம் . 


( 1 ) x- ன் மதிப்பு a லிருந்து 5 - க்கு அதிகமாகும் பொழுதும் , 
P = () என்ற சமன்பாட்டின் தீர்வுகளில் ஒன்றின் வழியாகச் 
செல்லும்பொழுதும் PP, -ன் ஈவின் குறி ( - ) - லிருந்து ( + ) க்கு 
மாறுகின்றது . 


( 2 ) ( a , b ) - ல் - ன் ஒரே மதிப்பிற்கு ( 1 ) -ல் உள்ள ஏதேனும் 
அடுத்தடுத்துள்ள உறுப்புகள் பூச்சியமாவதில்லை . 


( 3 ) ( a , b ) -ல் x- ன் ஒரு மதிப்புக்கு ஏதேனும் ஓர் உறுப்பு 
Pi ( i = 1 , 2 , ... n - 1 ) பூச்சியமானால் , P ;-) , P + 1 -ன் குறிகள் 
ஓர் எதிரெதிராக இருக்கும் . 


( 4 ) கடைசி உறுப்பாகிய Pm பூச்சியமா வதில்லை . எனவே 
( a , b ) - ல் x- ன் மதிப்பு அதிகமாகும் பொழுது -ன் குறி மாறா 
திருக்கும் . 


மேற்கண்டவற்றைப் பூர்த்தி செய்யும் பல்லுறுப்புக் கோவை 
களை நாம் ( a . b ) - க்குரிய ஸ்டர்ம் சார்புகள் என்கின்றோம் . 


இனி ஸ்டர்ம் சார்புகளை அமைக்கும் விதத்தைப் பற்றிப் 
பார்ப்போம் , 


P = 0 - என்ற சமன் பாட்டின் வகைக்கெழு P1 இதனை . P , 
எனக் குறிப்போம் . PP1- ன் ஈவு Q , மீதி : 1 என்க . 





- 
- 


குள்ள , 
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சமன் பாட்டுக் கொள்கை 
அப்பொழுது , 

PP = Pili + gi 
g- ன் குறிமாற்றிய சார்பை P , என்க . 

P = P , Q , -- P , 
மறுபடியும் P1 ஐ P2 ஆல் வகுக்க . 

P 

Q , P2 + g , என்க 
g2- ன் குறிமாற்றிய சார்பை P , என்க . 

ஃ P = Q2 P. - P3 ஆகும் . 
இதேபோல் தொடர்ந்து செயல்படுத்த , 

P = PI Q. - P , 
P. = P2.Qz - P. 
P , == P , Q , 

P , Q , - P , 
Pr - 1 Prer 

Pm - Qm - 1 - Pm 
ஆகும் . 

இவ்வாறு பெறப்பெற்ற P , P1 , P2 , ... Pm என் பன் ஸ்டர்ம் 
சார்புகளாகும் . இங்கு , P1 ஆனது P - ன் வகைக்கெழு 
எனவும் , மற்றெதுவும் முந்தியதின் வகைக்கெழு இல்லை என் 
பதையும் கவனிக்க . 

எனவே , ஸ்டர்ம் சார்புகளைக் காண்பதென்பது , P P.- க் 
மாற்றிக்கொண்டு தொடர்வதுமாகும் . இம்முறை இறுதியாகக் 


*** 


Prti 


PM- , 


> 
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ம் 


கிடைக்கும் மீது பூச்சியம் அல்லது மாறிலியாகும் வரை பின் 
பற்றப்படும் . கீழ்க்கண்ட எடுத்துக்காட்டின் மூலம் 
முறையை நன்கறியலாம் , 


(oute 


எடுத்துக்காட்டு 1 . 
P = x * - 7 x + 7- என்பதன் ஸ்டர்ம் சார்புகளைக்காண்க . 

P = x -- 7x + 7 
P , = P1 = 3x - 7 


இனி 


P 
P 


காணவேண்டும் . இங்குப் பின்னங்களை நீக்குவதற் 


காக , P ஐ 3 ஆல் பெருக்குவோம் . 


P 
இனி 

ஐக் காண்போம் 


P , 


3 


0 


--21 


21 


30 -7 
| 


3 


0 


7 


--14 


21 


இங்கு 81 = -14x + 21 

= - 2x + 3 ( 7 ஆல் வகுத்து ) 


P , g1- ன் குறிமாற்றிய சார்பு 

= 2x - 3 ஆகும் . 


இனி 


P1 
P , 


ஐக் காண்போம் . இங்கு P1 ஐ 2 ஆல் பெருக் 


கவும் . 


ஃ . P , 


-- 


6x " - 14 


6 


0 


--14 


2 -3 
3 

9 


6 - 9 


9 


-14 


18 


-28 ( 2 ஆல் பெருக்க ) 


18 


-27 


-1 
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மீதியின் குறியை மாற்ற , 

P ; = 1 ஆகும் . 


எனவே , P = 0 - என்பதின் ஸ்டர்ம் சார்புகள் 


P = x * -- 7x --- 7 


P , = 3x- 7 


P , = 2x -- 3 


P3 = 1 


ஆகும் . 


எடுத்துக் காட்டு 2 . 


சார்புகளைக் 


3: 7 - 2x6 - 3. " + 10x - 4 = 0 - ன் 

4 = 0 - ன் ஸ்டர்ம் 
காண்க . 


P = x4 


. 


2x3 - 3x2 + 10x --- 4 


P , = P 


473 


6x | 


6x + 10 = 2x 


3 -- 3x + 5 


P ஐ P , ஆல் வகுக்க . P ஐ 4 ஆல் பெருக்கவும் . 


4 - 8 -12 40 - 16 


4 -6-6 + 10 


4 


6 


6 + 10 


1 -1 


2 


- 


6 30 - 16 


--- 4 --12 60 -32 - ( 2 ஆல் பெருக்க )) 


-6 + 6x 6 - 10 


---18 54 - 22 


- 9 27 --11 ( 2 ஆல் வகுக்க ) 


. P , = 9x 

9x " - 27x -- 11 


- 


P , 


P , ஐ , P , 


லிருந்து பெறலாம் . 
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2 


3 


3 


59 - 27 + -11 


( 9 ஆல பெருகக ) 18 -27 


-27 42 


5 


3 


18 


54 


F22 


w 


-27 


- 49 45 


27 


81 


33 


32 


12 


8 


3 ( 4 ஆல வகுக்க ) 


P 


- 


8x -3 


P 
P ஐ 


லிருந்து பெறலாம 


P3 


9 


27 


11 


( 8 ஆல பெருகக ) 72 --216 88 


81 


+ 72 + 27 


--- 


- 


8 243 


-243 88 


- 1944 704 ( 8 ஆல் பெருக்க ) 


1944 729 


1433 


P. 


1433 


P = () - ன ஸடாம சாரபுகள் 


Pi = 2x - 3x - 3x + 5 


Px = 9x " - 27x + 11 


P3 = -8x - 3 


P = -1443 


ச கொட15 
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( குறிப்பு : ஸ்டர்ம் சார்புகளைப் பெறுவதற்கு உ . பொ . 
ம.- வைக் காணும்பொழுது கூட்டவோ , குறைக்கவோ , அல்லது 
பெருக்கவோ , வகுக்கவோ எடுத்துக்கொள்ளும் காரணி கூட் 
டெண்ணாயிருத்தல் வேண்டும் . இவ்வாறு எடுத்துக்கொள்வதி 
னால் மீதியின் குறியை மாற்றும் பொழுது ஏதும் பாதிக்கப் 
படாது .) 


9. ஸ்டர்ம் தேற்றம் ( Sturm s Theorem ) 

P ( x ) = 0 என்ற சமன்பாட்டில் , P ( a ) +0 , P b + 0 ; b > a 
என்க . அப்பொழுது P ( x ) = 0- ல் ( a , b ) - ல் அமையும் வேறு 
வேறு தீர்வுகளின் எண்ணிக்கை , ஸ்டர்ம் சார்புகளின் x = a , 
x = b எனப் பிரதியிட்டுப்பெறும் குறி மாற்ற எண்ணிக்கைகளின் 
வேறுபாடாகும் . இங்கு மடங்குத் தீர்வுகளை ஒருமுறைதான் 
எண்ணுகின்றோம் . 


விளக்கம் : 


P = 0 என்ற சமன்பாட்டின் ஸ்டர்ம் சார்புகள் P1 , P2 , P , 
P , என்க , அப்பொழுது . 


P 


P1 


P , 


P. 


P , குறிமாற்ற எண்ணிக்கை 


உ+ 


Xa 


+ 


4 


+ 


x = b 


+ 


2 


+ 


- 


என்றிருப்பின் , a- க்கும் , b- க்குமிடையே P = 0 - க்கு இரண்டு தீர்வு 
கள் உள்ளன என்பதாகும் . 


நிரூபணம் : 


( 1 ) P ( x ) = 0- க்கு மடங்குத் தீர்வுகள் இல்லை என்க . 


இங்கு P- க்கும் , PI- க்குமிடையே பொதுக்காரணி கிடை 
யாது . ஆனது , ஐ நெருங்கிச் செல்லும் பொழுது ஸ்டர்ம் சார் 
புகளில் ஏதேனும் ஒன்று பூச்சியம் என்க . அப்பொழுது 


( i ) x = க்கு P ( x ) = 0 எனின் , 8 ( 1 )-ன்படி , சார்புகளின் 
தொடரில் ஒரு குறிமாற்றம் இழக்கப்படுகின்றது . 


எனின் , 


8-3 - ன் 


படி , 


( ii ) x = 

x = ( க்கு Pm ( x ) = 0 
Pm - 1 ( 5 ) = --Pn + ( 5 ) ஆகும் . 
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Pm- , ( x ) , Pm + , ( x ) , x = - ல் தொடர்ச்சியான சார்புகளாத 
லால் , x = க்கு அருகில் இவற்றின் குறிமாறாதிருக்கும் . 


> Pm - (x ) Pm ( x ) Pm + -1 ( x ) குறிமாற்றிகளின் எண்ணிக்கை 


+ 


--h 


--- 


1 


+ 
+ 


0 


+ 


1 


* + h 


+I 


+ 


1 


இதிலிருந்து குறிமாற்றங்களின் எண்ணிக்கை கூடவுமில்லை ; 
குறையவுமில்லை எனக் காண்கின்றோம் . 


X ஆனது வழியே செல்லும் பொழுது, x = ஆனது ஸ்டர்ம் 
சார்புகளில் ஒன்றைவிட அதிகமானவற்றைப் பூச்சியமாக்கு 
மெனின் , 8-2 - ன் படி அவற்றில் எவையிரண்டும் அடுத்தடுத் 
துள்ள சார்புகளாயிருத்தல் முடியாது . எனவே , இவற்றில் 
ஒன்று P ( x ) எனின் , அப்பொழுது P ( x } க்கும் , P , ( x ) - க்குமிடை 
யில் ஒரு குறிமாற்றம் இழக்கப்படுகின்றது . இவற்றில் ஒன்று 
P ( x ) இல்லையெனின் , குறிமாற்றங்களின் எண்ணிக்கை கூடவு 
மில்லை ; குறையவுமில்லை . 


எனவே x- ன் மதிப்பு ( a , b } - ல் அதிகரிக்கும் பொழுது , 
P ( x ) = 0- ன் ஏதாவதொரு தீர்வின் மதிப்பைப் பெற்றால் ஸ்டர்ம் 
சார்புகளின் தொடரில் ஒரு குறிமாற்றம் ஏற்படுகின்றது 
அப்படி இல்லையெனின் , எந் நிலையிலும் 2 ஆனது ( a , b ) - ன் 
இடையில் உள்ள மதிப்புகளைப் பெறும்பொழுது , குறி மாற்றங் 
கள் கூடுவதில்லை ; குறைவதுமில்லை . எனவே a , b- க்கிடையே 
யுள்ள தீர்வுகளின் எண்ணிக்கை , x = a , x = b- க்கிடையில் ஸ்டர்ம் 
சார்புகளில் ஏற்படும் குறி மாற்றங்களின் வேறுபாடுக்குச் சமம் 
எனக் காண்கின்றோம் . 


2. P ( x ) = 0 - க்கு மடங்குத் தீர்வுகள் உண்டு என்க . 


இங்கு ஸ்டர்ம் சார்புகளில் இறுதி உறுப்பு ஒரு மாதிரியாய் 
இருக்காது . ஸ்டர்ம் சார்புகளின் தொடர் P ( x ) , P , ( x ) , 
Pm ( x ) என்க . அப்பொழுது P ( x ) = 0- ன் ஒரு மடங்குத் தீர்வின் 
மதிப்பை x பெற்றால் , P ( x ) - க்கும் P ( x ) க்கு மிடையில் ஒரு குறி 
மாற்றம் இழக்கப்படுகின்றது . இப்பொழுது தொடரின் மற்ற 
உறுப்புகளிடையே குறிமாற்றங்கள் கூடுவதோ குறைவதோ 
கிடையாது எனக் காண்போம் . 
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P ( x ) = ( x - d ) r ( x - B ) 9 ( x - r )r ...... என்க . p , q , 1 என்பன 
கூட்டு முழு எண்களாகும் . 


P , ( x ) 


P1 ( x ) 


( x - J ) p - 1 ( x - B ) q - 1 ( x - r ) r - 1 ... 


P ( x - B ) ( x - 1 ) ... + q ( x - y ) ( x - 1 ) 


+ r ( x - ) ( x -- B ) ...... + .... 


i 


ஆகும் . 


t = ( x - l ) p- ( x - B ) 9-1 ( x - y ) -1 என் க . எனவே t ஆனது 
P ( x ) - க்கும் P1 ( r ) - க்குமுள்ள மிகப்பெரிய பொதுக் காரணியாகும் . 
ஆகவே ஸ்டர்ம் சார்புகள் அனைத்தும் t ஆல் வகுக்கப்படும் . 


F *) = Q( x) என்க . 


Q ( x ) = ( x- d ) ( x - B ) ( x - y ) 


P :(s) = Q > ( 8) 
P.(8 ) 


M 


Q2 ( x ) 


Pm ( x ) 


Qm ( x ) என்க . 


t 


இங்கு Am ( x ) , x சார்பற்ற தாகும் . எனவே , 

Q ( x ) = Q1 ( 3 ) Q , ( r ) -- Q2 ( x ) 
Q 1 (x ) = Q ,(x ) Q2 ( x ) – Q3 ( x ) 


.. 


es 


எனப் பெறப்படும் . [88 - லிருந்து ) 


எனவே Q | ( a ) , Q , ( x ) , .... Q m ( x ) - களைப் பூச்சியமாக்கும் 
மதிப்பை பெறும் பொழுது குறி மாற்றங்கள் கூடுவதோ அல் 
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லது குறைவதோ கிடையாது என ( 1 )-லிருந்து அறியலாம் . 
எனவே தேற்றம் நிரூபிக்கப்பட்டது . 


எடுத்துக்காட்டு 1 : 

P ( x ) = x3-7x + 7 = 0 என்ற மன்பாட்டின் தீர்வுகளின் நிலை 
யைப் பிரித்துக் காட்டுக . 


P (x ) = x - 7x + 7 - ன் ஸடர்ம் சார்புகள் . 

P , ( x ) = 3x " - 7 
P , ( x ) = 2x - 3 
P3 ( x ) = 1 


என ஏற்கெனவே பார்த்தோம் . இனி தீர்வுகளின் தன்மையை 
பார்ப்போம் . 


குறிமாற்றங்களின் 
எண்ணிக்கை 


* 


P ( x ) 


P ] ( x ) 


P2( x ) 


P3( x ) 


-- LL 


3 


0 


|++ 


+|+ 


||+ 


+++ 


2 


td 


0 


எனவே , சமன்பாட்டின் தீர்வுகள் மூன்றும் மெய்யெண் 
கள் . அவற்றில் இரண்டு கூட்டு மெய்யெண் தீர்வுகள் , மற் 
றொன்று குறைமெய்யெண் தீர்வாகும் . 


இனி , தீர்வுகளின் எல்லைகள் - 4 , 2 என ஏற்கெனவே 
பார்த்தோம் . இனி அத் தீர்வுகள் அமையும் இடைவெளியைக் 
காண்போம் . 

குறிமாற்றங் 
P , ( x ) P , ( x ) P3 ( 3 ) 

களின் 
எண்ணிக்கை 


P ( x ) 


--- 


4 


- 


3 


3 


2 


-- 


2 


2 ) 


+++T| 


1 


|++++++ 


+++++++ 


2 


O 


2 . 


+ 1 


2 


- 


+ 2 


+ 


0 
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எனவே , , 

குறையெண் தீர்வு ( - 4 , -3 ) -க் கிடையிலும் , 
கூட்டெண் தீர்வுகள் ( 1 , 2 ) - க்கு மிடையிலும் அமைகின்றன 
எனக் காண்கின்றோம் . 


11., | 


எடுத்துக்காட்டு 2 : 

f ( x ) = x - 3x3 -- 2 x " + 7 x + 3 = 0 என்ற சமன் பாட் 
டின் தீர்வுகளின் நிலையைப் பிரித்துக்காட்டு . 

f ( x ) = x * - 3 x " -- 2 : * + 7 x + 3 
இனி ஸ்டர்ம் சார்புகள் f ,, f2 , f3 , f . ஐக் காண்போம் . 

f1 ( x ) = f ( x ) = 4 x - 9x " - 4x + 7 


f ( x ) 
f2 ( x ) ஐக்காண , ஐக் காண்போம் . 

f , ( x ) 


1 


3 


2 + 


7 -- 3 


- 


4 - 9 


47 


4 


12 


8 + 28 + 12 


( 4 ஆல் 
பெருக்க ) 


4 


9 


--- 


4 


+ 7 


1 - 3 


--- 


3 


-- 


4 


12 


--- 


21 


-12 


16 


84 


- 


48 


( 4 ஆல் 
பெருக்க ) 


-12 


+ 27 


12 


-21 





+ 43 


72 - 69 


43x - 72 x 

72 x - 69 . 


f 2 ( x ) 
f 3 ( x ) ஐக்காண 


. 


4 


- 


-9 


--4 


7 


43 


- 72 


69 


172 


-387 


- 172 301 


( 43 ஆல் 
பெருக்க ) 


172 


-288 - 276 


- 


4 


--- 99 


99 + 104 


301 


4257 + 4472 

+ 4472 + 12943 
4257 + 7128 + 6831 


- 


( 43 ஆல் 
பெருக்க ) 
( 32 ஆல் 
வகுக்க ) 


2656 


+ 6112 


83 + 
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ஃ 


f : ( x ) = 83x -- 191 


இனி f ஐக் காண்போம் . 


43 


72 


----- 


69 


83 


191 


- 


( 83 ஆல் 
பெருக்க 


3569 


5976 


5727 


- 


3569 


- 8213 


43 


2237 


2237 


5727 


- 


185671 


475341 


-- 


( 83 ஆல் 
பெருக்க ) 


185671 


427267 


48074 


* f , ( x ) 


48074 


- - 


ஸ்டர்ம் சார்புகளில் ஏற்படும் குறிமாற்றங்களின் எண் 
ணிக்கையைக் கீழ்க்கண்டவாறு காண்போம் , 


குறிமாற்றங் 
களின் 


* 


f ( x ) -f 1 ( x ) f ( x ) 

f , ( x ) f3 ( x ) f ( x ) 


எண்ணிக்கை 


id 


-- 


+ 


-- 


4 


+ 


2 


+ 


--- 


- + 


me 


4 


3 


-- 


1 


+ 


0 


2 


-- 


-- 


+ 
+ 


2 


--- 


-- 


2 


-- 


+ 


+ 
+ 


+ 


- 


0 


- 


+ 
+ 


L 


O 


+ 


+ 


+ 


-- 
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எனவே f ( x ) = () -ன் தீர்வுகளில் ஒன்று ( - 2 , - 1 ) யிலும் 
ஒன்று ( - 1 , () ) யிலும் மற்ற இரண்டும் ( 2 , 3 ) யிலும் அமை 
கின்றன எனக் காண்கின் றோம் . 


10 . நாம் 

இதுவரை பார்த்த எடுத்துக்காட்டுக்களிலிருந் 
ஸ்டர்ம் தேற்றத்திலிருந்தும் ஸ்டர்ம் தேற்றத்தைப் 
பயன் படுத்தும் முறையைக் கீழ்க்கண்டவாறு காண்கின்றோம் . 


தும் , 


கீழ்க்கண்ட 


ஸ்டர்ம் சார்புகளைக் கணக்கிடும் பொழுது 
வற்றைக் கவனத்தில் கொள்ளவேண்டும் . 


( 1 ) இறுதியாகக் கிடைக்கப்பெறும் மீதி வெறும் எண்ணா 
யிருக்குமாயின் , அச் சார்பின் மதிப்பை அறியவேண்டிய அவ 
சியமில்லை . நமக்கு வேண்டியது குறி மட்டும் தான் . இதனைத் தீர் 
மானிக்க f n- 1 = ( ) ஆகவும் , f n , fr- ன் குறிகள் எதிரெதிராக 
அமைவதற்கான x - ன் மதிப்பைக் கண்டால் போதும் . 


! 


( 2 ) f ( x ) = 0 - ன் தீர்வுகள் f -1 ( 3 ) , fn ( x ) ஐக் கணக் 
கிடத் தேவையில்லை . ஏனென்றால் , x -ன் எல்லா மதிப்புகளுக் 
கும் f . - 2 ( x ) , fn- ( x ) , fn (.x ) இவற்றில் குறிமாற்றம் ஏற்படு 
வதில்லை . 


( 3 ) மேலும் மேலே கூறியவற்றால் ஸடர்ம் சார்புகளில் 
ஏதேனும் ஒன்று பூரண இருபடிச்சார்பாக 

அமையுமாயின் 
மேற்கொண்டு ஸ்டர்ம் சார்புகளைக் கணக்கிடத் தேவையில்லை . 


மெய்யெண் தீர்வுகளுக்கான நிபந்தனைகள் 


f ( x ) 0 என்ற சமன் பாட்டின் படி 1 ஆகவும் , அவற்றின் 
n தீர்வுகள் வேறு வேறு மதிப்புடைய மெய்யெண்களாகவுமிருப் 
பின் , : - ன் மதிப்பு -- 1 லிருந்து - + 1 -க்கு மாறும்பொழுது , 
ஸ்டர்ம் சார்புகளாகிய f ( x ) , f , ( x ) , ......... f n ( x ) களில் n. குறி 
மாற்றங்கள் இழக்கப்படவேண்டும் . எனவே , f ( x ) = 0 - ன் 
ஸ்டர்ம் சார்புகளின் எண்ணிக்கை சரியாக ( n -- 1 ) ஆக 
இருக்கவேண்டும் . 


ஒரு சமன்பாட்டின் இறுதி உறுப்பின் குறியை ( + ) எனக் 
கொள்வதாயின் , இங்கு நமக்கு வேண்டிய நிபந்தனையைக் கீழ்க் 
கண்டவாறு கூறலாம் . 


f ( x ) = 0 என்ற சமன்பாட்டின் தீர்வுகள் வேறு மெய் 
யெண் தீர்வுகளாயிருக்க வேண்டிய போதுமான 

போதுமான நிபந்தனை 
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களாவன : ( i ) ஸ்டர்ம் சார்புகளின் மொத்த எண்ணிக்கை 
( n + 1 ) ஆக இருக்கவேண்டும் 

இருக்கவேண்டும் ( ii ) எல்லா ஸ்டர்ம் சார்பு 
களின் இறுதி உறுப்பு கூட்டெண்ணாயிருக்க வேண்டும் . 


எனவே , ஸ்டர்ம் சார்புகளின் இறுதி உறுப்புகளின் குறி 
மாற்றங்களின் எண்ணிக்கை ! ஆயின் , x + 1.x + d 
ஆகும்பொழுது குறி மாற்றங்களின் எண்ணிக்கை முறையே 1 ம் , 
( n - 1 ) - ம் ஆகும் . ( இங்கு n கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டின் படி 
ஆகும் ) ஆகவே கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டில் உள்ள கற்பனைத் 
தீர்வுகளின் எண்ணிக்கை ( n - 21 ) ஆகும் . 


எடுத்துக்காட்டு : 1 

ax: + 2 bx + c = () என்ற சமன்பாட்டின் தீர்வுகள் வேறு 
வேறு யெண்களாயிருப்பதற்கான நிபந்தனையைக் காண்க . 


இங்கு 


1 


f ( x ) 


a x + 2bx + d என்க . 


. f1 ( x ) = 2 ar + 2 5 


M 


axt bb 


( 2 ஆல் வகுத்த பிறகு ) 


f2 ( x ) 


b , - a 


ao 


எல்லா ஸ்டர்ம் சார்புகளையும் பெறுகின்றோம் . எனவே 
வேண்டிய நிபந்தனை f , ( x ) , ( + ) ஆக இருக்கவேண்டும் . 
எனவே , b * - ac > 0 நமக்கு வேண்டிய நிபந்தனையாகும் . 


எடுத்துக்காட்டு 2 : - 

ax + 3 bx -- 3 c x + d = ) -ன் தீர்வுகள் வேறு வேறு 
மெய் யெண்களாயிருப்பதற்கான நிபத்தனையைக் காண்க . 


கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டை 
f ( 7 ) = 7 * + 3 H 7 + G = 0 என எழுதலாம் . 


எனவே , 


ஸ்டர்ம் சார்புகள் 


f ( 7 ) 


7 + 3 Hz + G 


f1 ( K ) 


73 + H 
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f , ( 3 ) 


H 


- 


- 


2 HK - G 


f3 ( 7 ) 


- 


( G : + 4 H ) 


எனப் பெறலாம் . இங்கு எல்லா ஸ்டர்ம் சார்புகளும் இருக்கின் 
றன . எனவே , நமக்கு வேண்டிய நிபந்தனைகள் H , குறை 
யெண்ணாகவும் , G + 4 H - ம் குறை யெண்ணாகவும் இருத்தல் 
வேண்டும் என்பதாகும் .. ?G + 4 H < 0 என்றால் , 

என்றால் , H < 0 
என்பது தெளிவு . 


எனவே G + 4 H & < () என்ற நிபந்தனை போதுமானது . 


எடுத்துக் காட்டு 3 : 

a x " + 4 5 x + 6 c x " + 4 d x + e = \\ 


என்ற சமன்பாட்டின் தீர்வுகள் வேறுவேறு மெய்யெண்களா 
யிருப்பதற்கான நிபந்தனைகளைக் காண்க . 


இங்கு நாம் ஏற்கெனவே அறிந்தபடி , கொடுக்கப்பட்ட 
சமன்பாட்டை 


- 


என 


f ( ) ₹ 1 + 6 H Z * + 4G 7 -- a I - 3 H = 0 
எழுதலாம் . 

G + 4 H * = * ( H I - J ) என்பதைப் பயன் படுத்தி , 


f - ( 7 ) 


73 - + 3 HZ + G 


-4 


f 2 ( 7 ) 3 H 7 " -- 3 G 7 -- ( a * I - 3 H ) 
f3 ( 7 ) = 

= - ( 2 H I - 3 aJ ) 7 - GI 
f < ( 7 ) = / * - 27 J ? = A 


என , ஸ்டர்ம் சார்புகளை நாம் காணலாம் . இங்கு எல்லா . 
ஸ்டர்ம் சார்புகளும் இருக்கின் றன . 


எனவே , நமக்குத் தேவையான நிபந்தனைகள் H < 0 , 
2 HI - 3 a J < 0 , / * - 27 J2 = A > () என்பதாகும் . 


12 . வின்சென்ட் தேற்றம் ( Vincent Theorem ) 

இத் தேற்றத்தை வின் சென்ட் என்பவர் 1836 - ல் வெளியிட் 
டார் . 

இத் தேற்றத்தின் மூலம் , கொடுக்கப்பட்ட ஒரு சமன் 
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பாட்டில் உள்ள குறை யெண் , கூட்டெண் தீர்வுகளின் எண்ணிக் 
கைகளைச் சரியாகக் கணிக்கவும் , 

அவற்றின் எல்லைகளை 
அறியவும் முடிகின்றது . ஆனால் , இங்குக் கொடுக்கப்பட்ட சமன் 
பாட்டிற்கு மடங்குத் தீர்வுகள் இருக்கக் கூடாது 


தேற்றம் : a , b , c , ... என்ற கூட்டு முழு எண்களாலான 
ஒரு தொடரை எடுத்துக் கொள்வோம் . மடங்குத் தீர்வுகள் 
இல்லாத ஒரு சமன்பாட்டை 


1 


y = b + - 


K = c + 


-- 


a + 


போன்ற பிரதி 


t 


y 


யீடுகளைத் தொடர்ந்து பயன் படுத்தி மாற்றியமைக்கப்பட்ட 
சமன்பாட்டினைப் பெறலாம் . இவ்வாறான பிரதியீடுகளைச் செயல் 
படுத்தும் பொழுது , அவை a , b , c , ... இவற்றினைச் சாராமல் 
இருக்கவேண்டும் . இதன் பிறகு பெறப்படும் மாற்றியமைக்கப் 
பட்ட சமன் பாட்டில் ஒரு மாற்றித்திற்குமேல் காணமுடியாது . 


கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாடு மடங்குத் தீர்வுகளைப் பெற்றிருப் 
பின் , அவ்வாறல்லாத சமன்பாடாக மாற்றியமைக்க முடியு 
மாதலால் , கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாடு மடங்குத் தீர்வுகள் 
இல்லா ததாயிருக்க வேண்டும் என்ற நிபந்தனையைக் கொள்ள 
வேண்டும் என்பதில்லை . 


ஒன்றுக்கு அதிகமாக மதிப்புள்ள தீர்வுகளுக்கு x = 1+ y 
என்றும் , ஒன்றுக்குக் குறைவாக 

உள்ள தீர்வுகளுக்கு 
x == 1 / ( 1 + y ) எனவும் பிரதியிடுகின்றோம் ( > 0 ) . 


குறையெண் 

தர்வுகளுக்கு f ( -x ) = 0. என்ற சமன் 
பாட்டை எடுத்துக் கொண்டு - முன் போல் தொடர்கின்றோம் 
இனி , இத் தேற்றத்தின் முறையைக் கீழ்கண்ட எடுத்துக்காட் 
டின் மூலம் அறி பலாம் . 


எடுத்துக் காட்டு : 
f ( x ) = x " --- 7 x + 7 = 0 

7 x + 7 = 0 என்ற சமன்பாட்டில் உள்ள 
மெய்யெண் தீர்வுகளின் எண்ணிக்கையையும் , அவற்றின் 
எல்லைகளையும் காண்க . 


ஒன்றைவிட அதிகமாக உள்ள தீர்வுகளுக்கு 1+ ) 
என்றும் , ஒன்றைவிடக் குறைவாக 

உள்ள தீர்வுகளுக்கு 
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1 


- 


என்றும் பிரதியிடுவோமானால் , மாற்றியமைக்கப் 


1 - | - } 


பட்ட சமன்பாடுகள் முறையே 


y : -- 3 


4_y --- 1 


0 


( 1 ) 


7 / * + 14 ) 2 -- 7 y + - | = 0 


( 2 ) 


சமன்பாடு ( 1 )-லிருந்து ஒன்றைவிட அதிகமாக இரு மெய் 
யெண் தீர்வுகள் இருக்கலாரு என்றும் , ( 2 )-லிருந்து ( 0 , 1 ) க் 
கிடையில் ஏதும் தீர்வு இருக்க இயலாது எனவும் அறிகின்றோம் . 
ஆகவே ( 1 ) -னினை மறுபடியும் எடுத்துக் கொள்வோம் . 


y = 1 + - 2 


y = 1/1 + எனப் பிரதியிட , 
₹ * +672 + 57 + 1 = 0 


( 3 ) 


₹ * - 7 " - 27 + 1 = 0 


( 4 ) 


என்ற மாற்றியமைக்கப்பட்ட சமன்பாடு கட் டொசின் ருேம் 


( 3 ) -ல் ஏதும் மாற்றமில்லை . எனவே கூட்டெண் தீர்வுகள் 
இல்லை . ( 4 ) -ல் இரண்டு மாற்றங்கள் உள்ளன . எனவே ( 4 ) ஐ 
மறுபடியும் ஆராய்வோம் . 


இங்கு 7 = 1 + t , 


Z3 


1/1 + t எனப் பிரதியிட , 


t 3 + 2 t " -- t- 1 = ) 


t * + t 2 -- 2 t - 1 = 0 


என்ற மாற்றியமைக்கப்பட்ட சமன்பாடுகளைப் பெறுகின்றோம் . 
இங்கு இரண்டிலும் ஒரு மாற்றம் மட்டும் உண்டு . எனவே , 
வ்வொரு கூட்டெண் தீர்வு உண்டு . இச்சமன்பாடுகளைப் 
பெற , நாம் 


x = 1 + ) , y = 


+2,3 =I + 


1 
அதாவது x = 1 + 

2 + t 


( 
5 
) 
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1 


X 


1 + y , y 


1 

ZK 
1 + 7 


1 --- 1 


1 --- t 


- 


அதாவது 3 


2 + t 


( 6 ) 


என்ற பிரதியீடுகளை முறையே செய்திருக்கின்றோம் . t = 0 , 
t = 1 என்ற மதிப்புகளை எடுத்துக்கொண்டு , ( 5 ) , ( 6 ) லிருந்து , 
தீர்வுகளின் எல்லைகள் ( 1 , 3/2 ) , ( 3/2 , 2 ) எனக் காண்கிறோம் 


இதேபோல் குறையெண் தீர்வு --4 , - 3 - க்கு இடையில் 
அமைகின்றன எனக் காணலாம் . 


பயிற்சி 


( 1 ) கீழ்க்கண்ட சமன் பாடுகளில் உள்ள கூட்டெண் தீர்வு 
களின் மேல் எல்லையைக் காண்க . 


( i ) 


2 : 1 


51x --110 


= ) 


( ii ) x --5x * + 40x " -- 8x + 23 = 0 


( iii ) x + 20x " +43 " -- 11 : 5- 120x4 + 133 - 25 = 0 


( iv ) x + 3x + x - 8x " - 51x + 18 = 0 


7 : 4 


( v ) 50 


10. 


23x 


90. 


- 


- 3170 


- 


( 2 ) கீழ்க்கண்ட சமன்பாடுகளின் தீர்வுகளைப் பிரிக்க . 


( i ) 3x - 4x -- 6 " + 12-1 = 0 


( ii ) 3x4-2: - 6x2 + 6x - 2 = 0 


( iii ) 2x + 5x - 10x " -- 20x2 + -40 : - + 5 = ( ) 


( iv ) x - 10 : + 5 = 0 


( v ) x -6: 6 + 4 = 0 


( 3 ) ( x + 3 ) * - 4 ( x 

A ( x --- 1 = 0 எள்ற சமன் பாட்டிற்கு மூன்று 
மெய்யெண் தீர்வுகள் உண்டெனின் A- ன் மதிப்பைக் 
காண்க . 
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( 4 ) x- + px + q = 0 என்ற சமன்பாடு மூன்று வேறு வேறு 
மெய்யெண் தீர்வுகளைக் கொண்டிருப்பதற்கான நிபந்தனை 
45 * 27q " < 0 என நிறுவுக 


( 5 ) கீழ்க்கண்ட சமன்பாடுகளின் தீர்வுகளைப் பிரிக்க ( வின் 
சென்ட் தேற்றத்தைத் தழுவி ) 


( i ) 2x - 3x + 4x -- 1 = 0 


( ii ) x - 2x + 3x - 7x + 1 = ( ) 


( iii ) e + 6x --- 7x - 4x + 8 = ( ) 


( iv ) + 10x + 23x2 + 6x -- 2 = [] 


( v ) 2x - 3x + x - 2x + x – 1 = 0 


தீர்வுகளைப் பிரிக்க : 


( 6 ) கீழ்க்கண்ட... சமன் பாடுகளின் 
( ஸ்டர்ம் தேற்றத்தைத் தழுவி ) 


( i ) x --- 3x + 1 = 0 


( ii ) x " - 6x + 8x + 40 = 0 


( iii ) 16 : -32x3-+ 88x " -8x + 17 = 0 


(iv ) x -- 4x + 12x " - 12 : + 5 = 0 


( v ) x - 4x + x " -1 = 0 


( vi ) x + 233 + 4x + 10 = 0 


( vii ) x * + 5x -- 20x " - 10x + 2 = 0 


( viii ) x - 6x , + 15x - 20 : * + 30x" - 24x + 14 = 0 


( iv ) 16-6x + 16x- 24x* + 22x " - 12x + 4 = 0 


( x ) 5x -- 30x + 75x --90x 3 + 60x " - 18x - 2 = 0 


சமன்பாடுகளின் தீர்வுகளைப் பிரித்தல் 
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கடை 


( v ) 7 


( . ) ( i ) 10 ( ii ) 6 ( iii ) 6 ( iv ) 3 
( 2 ) ( i ) [ - 2 , - 1 ) ; ( - 1 , 1 ) 
( ii ) ( -2 , -1 ) ; ( 1 , 2 ) 

( iii ) ( -- 1 , 0 ) 
( iv ) ( 0 , 1 ) ; ( 1 , 2 ) ( v ) ( 0 , 1 ) ; ( 5 , 6 ) 


( 3 ) A > 27 . 
( 5 ) ( i ) 


( 0 , 1 ) 


( ii ) 


( - 18 , - 17); ( , , ) ; ( 3 " , " ) 


( iii ) ( --7 , -6 ) ; --- 1 ; இரு கற்பனைத் தீர்வுகள் 


( iv ) ( -7 , -6 ) ; ( -3 , -- 2 ) ; ( -1 , 0 ) ; ( 0 , 1 ) 


( v ) ( 1 , 2) ; நான்கு கற்பனைத் தீர்வுகள் 


( 6 ) 


{ i ] P = x3 = 3x + 1 , 


P , = x " -1 . 


Pz = 2x -- 1 . 


P3 = + 1 . 


( -2 , --1 ) ; 


( 0 , 1 ) . 


( 1 , 2 ) . 


( ii ) P = x * -- 6x + 8x + 40 


P , = 3x- |2x + 8 


P , = x -- 17 


P3 = -1 


( - 2 , 1 ) . 


( iii ) P = 16x - 32x + 88x " - 8x +17 . 


P. = 8x " - 12 : -+ 22x - 1 , 
P , = - 2x " -- x -- 1 . 
எல்லாத் தீர்வுகளும் கற்பனைத் தீர்வுகள் .. 


( iv ) P = x --- 4 : * + 12x " - 12x + 5 . 


P = xs_3x + 6x - 3 . 


P . = - 3xx 3x- 2 . 


எல்லாம் கற்பனைத் தீர்வுகள் 
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( v ) P = x - 4x + x + 6x + 2 . 


P , = 2x - 6x + x 
P , = 5x - r + 2 . 


( -- 1 , ) ; ( 3 , 4 ) . 


( vi ) P = x + 2x " - 4 : +10 . 
P . = ! 3 + - 1 

P , = - x + 3x - 10 
எல்லாம் கற்பனைத் தீர்வுகள் 


( vii ) P = x " + 5x - 20x " -- 10x +2 . 

P , = x + 4 : 3 - 8 : -- 2 . 


P , = x3 + 3t - 1 . 


P = 3 : + 7 + 1 . 


P , 17x- + 11 


P = + 1 
( -- 3 , --2 ) ; 


( - 4 , -- 3 ) ; 


( -1 , 0 ) ; 


( 0 , 1 ) ; 


( 1 , 2 ) . 


( viii ) P = x - 6 : " + 16 : 4 - 20 : 3 + 30 :: - 24x + 14 . 

P , = x - 5 : + 10v- 10 + 10x - 4 . 
P , = - x + x - 1 . 


எல்லா தீர்வுகளும் கற்பனைத் தீர்வுகள் . 


(ix ) P = x - 6 : + 16.x- 24x8 + 223 " -12 : -+- 4 

P. = 3x - 15x4 + 32 : 3- 36x + 22x - 6 . 

P , = - x + 4x3 -- 8x - 6 . 
எல்லாம் கற்பனைத் தீர்வுகள் . 


( x ) P = 5x6-30x + 75x - 90.x + 601 " - 18.:--2 

P. = 5x " -25x4 + 50x - 45x + 26x -- 3 


P , = - x + x - x + 1 


= - (x- 1 ) ( x + 1 ) 
( - 1 , () ) , தீர்வு 1 . 


. 


9. தோராயத் தீர்வுகள் 


( Approximate Evaluation of Roots ) 


| 


இனி 


கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாடுகளின் தீர்வுகளின் எல்லையை 
எப்படி அறிவது எனப் பார்த்தோம் , 

அத் தீர்வுகள் 
அளவுக்கிணங்காதவைகளாயிருப்பின் , நாம் விரும்பும் பதின் 
பகுப்பு வரை அவற்றின் தோராய மதிப்பைக் காண்பது 
எவ்வாறு எனப் பார்ப்போம் . 


தீர்வுகளின் தோராய மதிப்பினைக் காண்பதற்கு நியூட்டன் 
முறை , 

ஹார்னர் முறை , யூரியர் விதி , லெக்ராஞ்சு முறை 
போன்ற பல வழிகள் உள்ளன . இங்கு நாம் குறிப்பாக நியூட் 
டன் முறையையும் , ஹார்னர் முறையையும் பார்ப்போம் . 





என்க 


1. நியூட்டன் முறை (Newton Method ) 

f ( x ) 0 என்பது கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாடு 
1 என்பது இதன் தோராயத் தீர்வு என்றும் , ( d + h ) சரியான 
தீர்வு எனவும் கொள்வோம் . 


எனவே , f ( + h ) = 0 


ஆனால் , 


f ( l + h ) = f ( d ) + + I ( d ) + - "( d ) 


f " ( o ) --... 


( டெய்லர் தொடர் ) அதாவது , 


h 

h * 
1 f 1 

f " ( d ) + ! ஆகும் . 
1 ! 

2 ! 
h மிகவும் சிறியதாகையால் , h , h * , விலக்கிவிட்டால் , 


ச.கொ .-- 16 


242 


சமன்பாட்டுக் கொள்கை 


( 4 ) ( l ) + hf ( d ) எனக் காண்கின்றோம் . 


.. h = - f ( d . ) 

f ( 2) 


எனவே , தீர்வின் தோராய மதிப்பு . 


d 


f ( ol ) 
f ( 1 ) 


- 


ஆகும் . இதனை முதல் தோராய மதிப்பாகக் கொண்டு , சற்று 
அதிகம் நெருங்கிய தோராய மதிப்பினைக் காணலாம் . 


எனவே , 


L = d 


f ( du ) 
f ( 1 ) 


என்க 


+ h என்பது அடுத்த தோராய் மதிப்பாகும் . 


( i + h) = f (d ) + 1 ( a ) + 


hi 
2 ! 


f ( 4 ) + 


0 . 


: . h = -- f ( d ) 

f ( 5 ) 


அடுத்த நெருங்கிய தோராய மதிப்பு 


di 


f ( 1 ) 
f ( d ) 


அதாவது .(-- (2 ) 


f ( d ) 
f ( di) 


ஆகும் . 


வ்வாறு இம்முறையைத் திரும்ப திரும்பச் செயல்படுத்த , 
நாம் விரும்பும் அளவிற்குத் தோராயத் தீர்வினைக் காணலாம் . 
இவ்வாறு தோராயத் தீர்வு காணும் முறையைத்தான் நாம் 
நியூட்டன் முறை என்கின்றோம் . 


தோராயத் தீர்வுகள் 
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எடுத்துக்காட்டு 1 : 


xs _ 2 : _ 5 = 0 என்ற சமன் பாட்டிற்கு 2 ஒரு தோராயத் 
தீர்வெனில் , மூன்று முறைத் தோராய மதிப்பளந்து கூறுக . 


f ( x ) 


ஃ 

f ( x ) = 3x " - 2 


f ( 2 ) 


1 


f ( 2 ) = 10 


ஃ ( முதல் திருத்தம் ) = 2 


1 
10 


2.1 


எனவே முதல் தோராயத் தீர்வு * 

2. 1 


f ( 2-1 ) = • 061 


f ( 2 • 1 ) = 12 • 23 . 


ரண்டாம் தோராயத்தீர்வு = 2-1 


* 061 
12 • 23 


= 2 • 0951 


f ( 2.0951 ) 


0.006824145351 


f ( 2 • 0951 ) = 11-16933203 


ஃ மூன் றாம் தோராயத்தீர்வு = 2 • 0951- 


0-006124145351 

11.16833203 


= 2 • 094551 ஆகும் . 


2. ஹார்னர் முறை 


(( Horner s Method ) 


இம் முறை மற்ற முறைகளை விட மிகச் சிறந்த முறையாகக் 
கருதப்படுகின்றது . இதில் வேண்டிய கணக்கீடுகள் சிறந்த , 
எளிய முறையில் செய்யப்படுவதோடு , அதிக சிரமமின்றி எந்தப் 
பதின் பகுப்புப்பகுதிவரையும் காணலாம் . இனி இம்முறையைக் 
கவனிப்போம் . 


ப் 


இவ்வாறு தொடர்ந்து செயல்படுத்திக் கொண்டே போனால் , 
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f ( x ) = 0 என்பது கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாடு 

என்க . 
x- ன் எந்த அடுத்தடுத்த முழு எண் மதிப்புகளுக்கு f ( x ) எதி 
ரெதிர் குறிகளைப் பெறுகின்றன எனக்கண்டுபிடி , அவை .. , 

+1 எனக்கொள்வோம் . எனவே , f ( x )- ன் ஒரு தீர்வாவது 
( d , 1 + 1 )-க்குள்இருக்கும் . அத்தீர்வை , ,, ,, 3 , 4 
என்க . f ( x ) = 0 - ன் தீர்வுகளில் ஐக் குறைப்போம் . இ 
பொழுது மாற்றியமைக்கப்பட்ட சமன்பாட்டின் ஒரு தீர்வு 
1 , ,, . , ஆகும் . மாற்றியமைக்கப்பட்ட சமன்பாடு f1 ( x = 0 ) 
என்க . f1 ( x ) = 0 ஆனது , B , B + 1 என்ற அடுத்தடுத்த 
மதிப்புகளுக்கு எதிரெதிர் குறியைப் பெறுமாயின் , f ( x ) = 0 - ன் 
ஒரு தீர்வு ( B , B + 1 ) - க்குள் இருக்கும் . f ( x ) = 0 - ன் தீர்வுகளை 
10 ஆல் பெருக்குக . எனவே , f1 ( x ) = 0- ன் ஒரு தீர்வு a razaz a ... 
ஆகும் . எனவே , B = a , x | ஆகும் . இப்பொழுது f ( x ) = 0 ன் 
தீர்வுகளில் B- வைக் குறை . புதிய சமன்பாட்டின் தீர்வுகளை 
10 ஆல் பெருக்குக . மாற்றியமைக்கப்பட்ட சமன்பாடு f ( x ) 
= x என்க . இதன் ஒரு தீர்வு ay as a , ... ஆகும் . .f , ( x ) = 0 
என்பது எந்த அடுத்தடுத்த எண்களுக்கு எதிரெதிர் குறியைப் 
பெறுகின்றது எனக்காண்போம் . அவை ( y , y-- 1 ) என்க . 
எனவே , முன்பு பார்த்ததுபோல் , Y W Y , ஆகும் . பின்பு 
fz ( x ) = 0 - ன் தீர்வுகளில் y வைக்குறை . பின்பு 10 ஆல் பெருக்கு . 


. 


a ] , a , வைக் காணலாம் . எனவே வேண்டிய பதின் பகுப் 
புப்பகுதிவரை ( upto desired decimal ) காணலாம் . இம் முறையை 
நாம் ஹார்னர் முறை என் கின்றோம் . 


( குறிப்பு 1 : ஒன் றிரண்டு முறைகளுக்குப் பிறகு கிடைக் 
கும் சமன்பாட்டின் கெழுக்கள் மிகப் பெரிய எண்களாக இருக் 
டும் . அப்போது எந்த இரண்டு -ன் அடுத்தடுத்த மதிப்பு 
களுக்குச் சமன்பாடு எதிரெதிர் குறிகளைப் பெற்றிருக்கும் என 
அறிவது கடினமாகும் . இம்மாதிரி நிலையில் , அச் சமன்பாட் 
டில் உள்ள மாறிலியை x- ன் கெழுவால் வகுக்கக் கிடைக் 
கும் எண்ணின் முழு எண் பகுதியும் , அதற்குப் பக்கத்து 
எண்களில் ஒன்றும் ே 

தவையான அடுத்தடுத்த 1 - ன் 
மதிப்புகளாக இருக்கும் . ) 


[ குறிப்பு 2 : குறையெண் தீர்வைக்காண வேண்டியிருப்பின் 
f ( - x ) = 0 -ன் கூட்டெண் தீர்வைக் கண்டு , முன்புபோல 
தொடர்ந்து , இறுதியில் ( - ) குறியிட வேண்டிய குறையெண் 
தீர்வைப் பெறலாம் . ) 
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தோராயத் தீர்வுகள் 


எடுத்துக்காட்டு 2 : 


| -க்கும் , 2 - க்கும் இடைப்பட்ட 13 -- 4.x 1 + 5 = 0 - ன் 
தீர்வை நான்கு பதின் பகுப்பு பகுதி வரை காண்க . 


வேண்டிய தீர்வின் மதிப்பு 1. al az as a , என்க . 


f ( x ) = x " - 4 : + 5 = () -ன் தீர்வுகளின் மதிப்பில் ஐக் 
குறை . 


1 


1 


4 


0 


5 


0 


1 


3 


--- 


3 


1 


3 


--- 


3 


2 


0 


1 


2 


1 


2 


5 


0 


1 


1 


O 


1 


x " -- 5 x + 


எனவே மாற்றியமைக்கப்பட்ட சமன் பாடு 
2 = 0 ஆகும் . இதன் ஒரு தீர்வு a , azaga , ஆகும் . 


இதன் தீர்வுகளை 10 ஆல் பெருக்கு . 


. f , ( x ) = x3 - 10x " - 500 x + 2000 = 0 . 


இதன் ஒரு தீர்வு a1 • a , aza , ஆகும் . 


f , ( 3 ) > 0 


f ( 4 ) < 0 


சமன்பாட்டுக் கொள்கை 
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.. ( 3 , -4 ) -ல் f : ( x ) = ) ஒரு தீர்வு உண்டு . 


எனவே a = 3 ஆகும் . 


f , ( x ) 


= 0 - ன் தீர்வுகளில் 3 ஐக் குறைக்க , 


3 


1 


10 


2000 


- 500 


3 


0 


21 


- 


1563 


1 


- 


7 


521 


437 


0 


3 


--- 


12 


1 


4 


533 


0 


3 


1 


1 


0 


| 

| 


1 


* 


x2 


மாற்றியமைக்கப்பட்ட சமன்பாடு 

533 + 
447 = 0 ஆகும் . இதன் ஒரு தீர்வு • a , aza , ஆகும் . இச் சமன் 
பாட்டின் தீர்வுகளை 10 ஆல் பெருக்கி வரும் சமன்பாட்டை 
f2 ( x ) = 0 என்க . 


* f , ( x ) = x * - 10x " - 53300 x + 437000 = 0 ஆகும் . 


f 2 ( x ) = 0 - ன் ஒரு தீர்வு a , • as a 


f , ( 8 ) > ) 


f , ( 9 ) < 0 


எனவே f 2 ( x ) = () -ன் தீர்வுகளின் மதிப்பில் 


as 

8 
8 ஐக் குறைக்க , 
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00 


-- 


1 
0 


10 . 
8 


53300 
--16 


+ 437000 

426528 


| 


2 


53316 


10472 


- 


0 


8 


48 


| 


6 


53268 


0 


8 


1 


14 


0 


1 
மாற்றியமைக்கப்பட்ட சமன்பாடு 

x + 14 x " - 53268 + 10472 = 0 ஆகும் . 
இதன் ஒரு தீர்வு • as a , ... ஆகும் . இதன் தீர்வுகளை 10 ஆல் 
பெருக்க , 

f 3 ( x ) = x + 140 x " -5326800 + 1047 2000 = 0 எனப் பெறு 
கிறோம் . இதன் ஒரு தீர்வு az . a , ... 

f : ( 1 ) > 0 

f 3 ( 2 ) / 0 - 
எனவே as = 1 ஆகும் , f3 ( x ) = 0 -ன் தீர்வுகளின் மதிப்பில் 
1 ஐக் குறைக்க , 
1 1 140 5326800 

10472000 
0 1 

141 

5326659 


1 


141 


5326659 


5145341 


0 


1 


142 


1 


142 


5326517 


0 


5 


. 


143 


1 
0 
1 
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248 
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+8 


143x 5326517 x + 5145341 () ஆகும் . இதன் 
ஒரு தீர்வு 0 . a , ... ஆகும் . இதன் தீர்வுகளை 10 ஆல் பெருக்க , 


= 0 என 


f . ( x ) = x3 - 1430 x 532651700 x + 5145341000 
கிடைக்கப் பெறும் . இதன் தீர்வுகளில் ஒன்று a ... ... ... 
f , ( 9 ) > 0 , f , ( 10 ) < 0 . .. a , = 9 ஆகும் . 


அதாவது x3 – 4 x + 5 = 0 -ன் ஒரு தீர்வு 1 • 3819 ஆகும் . 


எடுத்துக்காட்டு 2 : 

25 - ன் முப்படி மூலம் ஹார்னர் முறையில் இரண்டு பதின் 
பகுப்புப் பகுதிவரை காண்க . 


இங்கு நாம் எடுத்துக்கொள்ள வேண்டிய சமன்பாடு 


f (x ) = x – 25 = 0 என்பதாகும் . 


( 1 ) 


இச் சமன் பாட்டிற்கு கூட்டெண் தீர்வு ( 2 , 3 )-க்குள் இருக்கும் 
எனக் காண்கின்றோம் . 


எனவே , x8 - 25 = 0 என்ற சமன்பாட்டின் தீர்வுகளின் 
மதிப்பில் இரண்டைக் குறைக்க , 


2 


1 


0 


0 


- 25 


2 


4 


8 


. 


2 


4 


17 


2 


8 


4 


12 


2 


6 


மாற்றியமைக்கப்பட்ட சமன் பாடு 


x + 6 x + 12 x - 17 - 0 ஆகும் . 


இதன் தீர்வுகளை 10 ஆல் பெருக்கி வரும் சமன்பாடு 
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x + 60 + 1200 x 


- 


17000 = 0 . 


... ( 2 ) 


. 


தன் தீர்வு ( 9 , 10 ) - க்குள் இருக்கும் எனக் காண்கின்றோம் ! 


எனவே கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டின் தீர்வு 2 a , a2 
எனக் கொள்வோமாயின் , ( 2 )-லிருந்து 4 , = 9 எனக் காண்கின் 
றோம் . 


( 2 ) -ன் தீர்வுகளின் மதிப்பில் 9 ஐக் குறைக்க , 


9 


60 


1200 


17000 


| 


9 


621 


16389 


69 


1821 


--- 


611 


9 


702 


78 


2523 


9 


87 


மாற்றியமைக்கப்பட்ட சமன் பாடு 


** + 87 x " + 2523 x - 611 = (0 ஆகும் . இதன் தீர்வுகளை 
10 ஆல் பெருக்க , 


3 + 870 x 2 + 252300 x = 611000 

611000 = 0 எனப் பெறப்படும் . 


இதன் தீர்வு 2 - க்கும் 3 - க்கும் இடையில் எனக் காணலாம் . 
எனவே , a2 = 2 எனக் காண்கின்றோம் . 


எனவே , 


x- ன் தோராய மதிப்பு 


2.92 
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அதாவது 


3 ) 25 


2.92 


8 


(2.92 


-- 


24 - 89 ( தோராயமாக ) 


- 


எடுத்துக்காட்டு 3 


8 


என்ற 


4 : 13 x2 - 31 x - 275 * () 

சமன்பாட்டின் 
மெய்யெண் தீர்வை 

இரண்டு பதின் பகுப்புப் பகுதி வரை 
காண்க . 


f ( x ) = 4 x 


13 - 31 - 275 = 0 என்க . 


( 
1 
) 


என 


இங்குக் கூட்டெண் தீர்வு ( 6 , 7 , ) - ல் இருக்கின்றது 
எளிதில் காணலாம் . ஆகவே முதலில் f ( x ) = 0 -ன் தீர்வுகளின் 
மதிப்பில் 6 குறைவாக உள்ள சமன் பாட்டைக் காண்போம் 


6 


4 


13 


- 31 


275 


24 


66 


310 


11 


35 


65 


- 


24 


210 


35 


245 


24 


59 


எனவே , மாற்றியமைக்கப்பட்ட சமன் பாடு 


4 x + 59 + 245x - 65 = () 


( 2 ) 


f ( x ) = 0 - ன் தீர்வு 6 a , a2 எனின் ( 2 ) - ன் ஒரு தீர்வு . a , as 
ஆகும் . (2 ) - ன் தீர்வுகளை 10 ஆல் பெருக்க , 
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f ( x ) = 4 x + 590x2 + 24500 : 65000 = 0 

ன ப் 
பெறப்படும் . f ( x ) = 0 - ன் 

= - ஒரு தீர்வு at a , ஆகும் . 
f 1 ( x ) = () - ன் ஒரு தீர்வுகளின் மதிப்பில் 41 குறைவாக உள்ள 
சமன்பாட்டைக் காண்போம் . 


இருக்கின்றது 


இங்கு , f | ( x ) - ன் ஒரு தீர்வு ( 2 , 3 ) -ல் 
எனக் காணலாம் . எனவே dy 2 ஆகும் . 


- 


2 
. 


4 


590 


24500 


65000 


8 


1196 


51392 


-- 


598 


25696 


-- 13608 


8 


1212 


606 


26908 


- 


8 


614 


எனவே , மாற்றியமைக்கப்பட்ட சமன் பாடு , 


4 x + 614 x + 26908 x 


- 


13608 = 0 ஆகும் . 


இதன் தீர்வில் ஒன்று a2 ஆகும் . இதன் தீர்வுகளை 10 ஆல் 
பெருக்க . 


- 


f 3 ( x ) 4 x + 6140 x + 2690800x 13608000 

0 .... ( 3 ) 
எனப் பெறுகின்றோம் . இதன் 

கூட்டெண் தீர்வு 5 ஆகும் . 
எனவே , a , 5 . எனவே , கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டின் 
கூட்டெண் தீர்வு 6.25 ஆகும் . 


- 


மேலே கண்ட எல்லா கணக்கீடுகளையும் கீழ்க்கண்டவாறு 
ஒரே வழியில் காண்பிக்கலாம் . 


* 
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சமனபாடடுக கொளகை 


சமன பாடு ( 1 ) > 4 
தீரவுகளின மதிப்பில 

6 ஐக குறைக்க 


- 13 

24 


-71 
66 


- 275 

210 


( 6 25 


11 


35 


-65000 


24 


210 


51392 


35 


24500 


- 


-13608000 


24 


1196 


13608000 


590 


25696 


0 


சமனபாடு ( 2 ) 
( தீரவுகளை 10 ஆல 
பெருக கிய பிறகு ) 
தீரவுகளின மதிபபில் 
2 ஐக குறைக்க 


8 


1212 


4 


598 


26908000 


இசசமனபாட 
டின தீரவு 
என்பதைக 
காணபிக 


8 


30800 


கினறது 


606 


2721600 


8 


- 


- 


6140 


சமன பாடு ( 3 ) ( 10 ஆல - 
பெருக்கிய பிறகு ) தீரவு 
களின் மதிபபில 5 ஐக 

குறைக்க 


20 


6160 


எடுத்துக்காட்டு 4 


x + x + x 

+ x - 100 = 0 - ன கூடடெண் தீரவை மூன்று 
பதின பகுப்புப் பகுதி வரை காணக 


இச் சமன்பாட்டிறகு ( 4 , 5 ) ல ஒரு தீர்வு உணடெனக 
காணலாம் எனேவ , இதன தீர்வுகளின் மதிப்புகளில் 4 ஐக 
குறைதது , பினபு முனபுபோல தொடர , அடுதத பககததில 
உள்ளவாறு பெறலாம 
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1 


1 


1 


100 


( 4-264 


4 


20 


84 


--- 


- 


5 
4 


21 
36 


16000 
11928 


9 
4 


5700 
264 


- 4072000 
3788376 


130 

2 


5964 
268 


--283624000 

256071744 


132 

2 


| 623200 

8196 


--27552256000 


-- 


134 

2 


631396 

8232 


1360 

6 


63962800 

55136 


1366 

6 


64017936 

55152 


1372 

6 


64073088CO 


13780 

4 


13784 

4 | 


13788 

4 


- 


137920 
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கூட்டெண் 


எனவே 

கொடுக்கப்பட்ட சமன் பாட்டின் 
தீர்வின் தோராய மதிப்பு 4. 264 ஆகும் . 


3 . 


சுருக்கிய ஹார்னர் முறை ( Contracted Horner s Process ) 
கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டின் 

தீர்வின் 

தோராய 
மதிப்பை எட்டு அல்லது ஒன்பது பதின் பகுப்புப் பகுதிக்குக் 
காணவேண்டுமானால் , வழக்கமாகச் செயல்படுத்தும் ஹார்னர் 
முறை மிகவும் கடினமாக இருக்கும் . எனவே , அம்மாதிரி 
நிலையில்சுருக்கிய ஹார்னர் முறையைப் பயன்படுத்துகின்றோம் . 
இம் முறையை நாம் பொதுவாக நான்கு அல்லது ஐந்து பதின் 
பகுப்புப் பகுதிவரை தோராய மதிப்பைக் கண்டறிந்த பிறகு 
பயன்படுத்துகின்றோம் . 


இங்கு மாற்றியமைக்கப்பட்ட சமன்பாட்டில் பூச்சியங்களைச் 
சேர்த்துக்கொண்டே போவதற்குப் பதிலாக , ஒவ்வோர் உறுப் 
பிலும் வலப்புறமிருந்து எண்களை நீக்கிக்கொண்டு வருகின்றோம் 
இங்கு இறுதி உறுப்பு மாறாமலிருக்கும் . கடைசியிலிருந்து இரண் 
டாவது உறுப்பில் வலப்புறமிருந்து ஓர் எண்ணையும் , மூன்றாவது 
உறுப்பில் வலப்புறமிருந்து இரண்டு எண்ணையும் . நான்காவது 
உறுப்பில் வலப்புறமிருந்து மூன்று எண்ணையும் ....... ஆக நீக்கிக் 
கொண்டு வருவோம் . பின்பு அடுத்த கெழுவை வகுக்கும் 
எண்ணாகக்கொண்டு முன்போல் செயல்படுத்துகின்றோம் . இவ் 

தொடர்ந்து செயல்படுத்தினால் , இறுதில் இரண்டு 
வகுபடும் எண்களைப் பெறுவோம் . அப்பொழுது இது சாதாரண 
வகுத்தலாகின்றது . இம்முறையை விளக்கமாகக் கீழே கொடுக் 
கப்பட்டுள்ள எடுத்துக்காட்டின் மூலம் நன்கறியலாம் . 


வாறு 


எடுத்துக்காட்டு 5 : 


111 -ன் முப்படி மூலத்தை ஹார்னர் முறையில் காண்க 


இங்கு நாம் பெறும் சமன் பாடு x " - 111 = 0 என்பதாகும் 
இச் சமன்பாட்டிற்கு { 4,5 ) ஒரு கூட்டெண் தீர்வு உண்டு எனக் 
காண்கின்றோம் . கீழே கொடுக்கப்பட்டுள்ள திலிருந்து 111 -ன் 
முப்படி மூலம் பதின்மூன்று பதின் பகுப்பு பகுதிவரை காணப் 
படுகின்றது . ஆகவே , இதன் தோராய மதிப்பு 


4.8058955337054 .. 


எனப் பெறப்படும் . 


தோராயத் தீர்வுகள் 
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1 


( 4.8058955337054 


1 


0 
4 


O 
16 


- 111 

64 


. 


4 


16 


-47000 


, 


4 


32 


46592 


8 


4800 
1024 


4 


-- 408000000 
345960125 


120 

8 


5824 
1088 


-62039875000 
55420486112 


- 


128 

8 


69120000 

72050 


--6619388888 

6235959465 


136 

8 


69192025 

72050 


383429423 
346449040 


பு 


14400 

5 


6926407500 

1153264 


- 36980383 

34644940 


- 


14405 

5 


6927560764 

1153328 


-- 


2355443 
2078696 


14410 

5 


6928714092 

12976 


-256747 
207869 


144150 

8 


692884385 

129761 


- 48878 
48503 


144158 

8 


69289746X 

72 


- 375 

346 


Y 


144166 

81 


69289808 

72 


29 


27 


144174 


69289880 
692 $ SSS 


-2 


144X 


XA 
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சமன்பாட்டுக் கொள்கை 


பயிற்சி 


கீழே கொடுக்கப்பட்டுள்ளவாறு , சமன்பாடுகளின் தீர்வு 
களை கணிக்க . 


( 1 ) ** -- 3 = 0 


ஆறு பதின் பகுப்பு பகுதிவரை 


( 2 ) 2x - 5 = ) 


( 3 ) : * -- x - 1 = 0 


13 


( 4 ) 3 : 3-7x " -2 : + 5 = 0 


( 5 ) 6x - 7x - 10x + 5 = (0 


( 6 ) 28-11x + 10x - 1 = 0 ஏழு 


( 7 ) x- 20x " - 31x - 1509 = 0 


2 ) 


( 8 ) 2x8-15x " -84 - 166 = 0 ,, 


( 9 ) 3r " -10 : - 6x -- 16 


= 0 ,, 


( 10 ) 3x4-2 ::" - 34x - 40 


= 0 


மூன்று 


( 11 ) ஹார்னர் முறைப்படி கீழ்கண்டவற்றை 
பதின் பகுப்பு பகுதிவரை காண்க . 


* 18 


( ii ) 


( i ) 


4 / 20 


5.100 


( iii ) 


( 12 ) 4129 - ன் முப்படி மூலத்தை ஏழு பதின் பகுப்புப் பகுதி 
வரை காண்க . 


( 13 ) 6x - 7x + 10x + 5 = 0- ல் உள்ள குறையெண் தீர்வை 
எட்டு பதின் பகுப்புப் பகுதி வரை காண்க . 


( 14 ) x * - 9x - 9 = 0 - ன் கூட்டெண் தீர்வை எட்டு பதின் 
பகுப்புப் பகுதி வரை காண்க . 


( 15 ) x 2 : 3 + x 3 - 0- ன் கூட்டெண் தீர்வை எட்டு 
பதின் பகுப்புப் பகுதி வரை காண்க . 


தோராயத் தீர்வுகள் 
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விடை 


( 1 ) 1-442249 


( 2 ) 1.357208 


( 3 ) 1.324717 


( 4 ) -0.644513 ( 5 ) -0-372137 ( 6 ) 0.1147994 


(( 7 ) 13-8440609 ( 8 ) 5-2100159 


( 9 ) 1.2783089 


( 10 ) 1 * 4007219 


( 11 ) ( i ) 2-6207 


( ii ) 2.1147 


( iii ) 2 611 


( 12 ) 16.0428539 ( 13 ) --- 0-37213778 
( ) 
( 14 ) 3 • 41147412 ( 15 ) 1-90785326 


வரைப்பட முறை ( Graphical Method ) 
இது வரை பார்த்த முறைகளோடு , வரைப்படமுறை மூலமும் 
தோராயமாகக் கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டின் தன்மையை 
அறியலாம் . 


சமன்பாடு 


- 


! 


f ( x ) 0 என்பது கொடுக்கப்பட்ட 

என்க , 
y = f ( x ) என்னும் வளை வரை x ஆயத்தின் எப்புள்ளிகளில் 
வெட்டும் எனக் காணவேண்டும் . இப் புள்ளிகளின் x ஆயத் 
தொலைகள் தான் f ( x ) = 0- ன் தீர்வுகளாகும் . கொடுக்கப்பட்ட 
சமன்பாடு முப்படி , நாற்படிச் சமன்பாடுகளாயின் , 

எவ்வாறு 
எளிதான முறையில் வரைப்படத்தினைப் பயன் படுத்தித் தீர்வு 
களைக் கண்டுபிடிப்பது எனக் கீழ்காணும் எடுத்துக் காட்டுகளின் 
மூலம் காண்போம் . 


5. முப்படிச் சமன்பாடு 

( i ) f (x ) = x * + ax + b = 0 


என்பது 


கொடுக்கப் 


பட்ட சமன்பாடு என்க . 


5 என எழுதலாம் . 


--- 


ax 


y 

6 என்ற இரு வரைப் படங்களை வரை 
வோம் . இவ்விரண்டும் வெட்டுப் புள்ளிகளின் - ஆயத் தொலை 
கள் தான் கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டின் தீர்வுகளாகும் . 


ச.கொ. --17 
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சமன் பாட்டுக் கொள்கை 


( ii ) f (x ) 


x + ax " + bx + c என்க . 


* 


( ax + bx + c ) 


எனவே 


** 


y 


( ax + bx + c ) 


என்ற இரு வரைப் படங்கள் வரைந்தால் , இரண்டும் வெட்டும் 
புள்ளிகளின் x ஆயத் தொலைகள் தான் கொடுக்கப்பட்ட சமன் 
பாட்டின் தீர்வுகளாகும் . 


6. நாற்படிச் சமன்பாடு 

f ( x ) = x + px + qx " + rx + s +0 என்பது கொடுக்கப் 
பட்ட சமன்பாடு என்க . 


இரண்டு கூம்பு வெட்டிகள் நான்கு பொதுப் புள்ளிகளைப் 
பெற்றிருக்கும் . எனவே , கொடுத்துள்ள சமன்பாட்டை இரண்டு 
கூம்பு வெட்டிகளின் சமன்பாடுகளாக்குவோம் . 


p 


+ 


x • + qx " - + rx + s = 0 


(* + z * ) .- 
* + , * ) + * + ( 5-1-- ): + = +: 


( 


x + 


p 
2 


x = y என்க . 


.... ( 1 ) 


+ + +(1-1- + ) ( - + 


W 


+ 1x + 5 = 0 


= + ) + ( -- - (1-1-4 ) ] 

+ ) [ 7-1-- + -- 


... ( 2 ) 


இது ஒரு வட்டத்தின் சமன் பாடாகும் . எனவே 
பரவளையத்தனையும் , ( 2 ) ஒரு வட்டத்தினையும் குறிக்கின்றன . 


( 1 ) ஒரு 


சமன் 


18 


ப 


கீழ்க்கண்ட படம் 6 - லிருந்து இச் சமன்பாட்டிற்கு ஒரே ஒரு 
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இவை வெட்டிக்கொள்ளும் புள்ளிகளே கொடுத்துள்ள 
பாட்டின் தீர்வுகளாகும் 
எடுத்துக்காட்டு 1 : 

x8 - 6x -9 + 0 ஐ வரைப்படம் மூலம் சேர்க்க . 
* - 6x -99 = 0 

6x +9 
y 

y = 6 * + 9 
என்ற வளைவரைகள் வெட்டிக்கொள்ளும் புள்ளிகள் கொடுக்க 
பட்ட சமன்பாட்டின் தீர்வுகளுக்குச் சமமாகும் . 

x என்ற வளைவரைக்கு 
3 2 1 0 

2 . 3 4 
9 8 

8 27 64 
என்ற புள்ளிகளைச் சேர்க்கவேண்டும் . 

y = 6x + 9 என்ற நேர்கோட்டிற்கு 

1 0 1 
y 

3 9 15 
என்ற புள்ளிகளைச் சேர் . 
மெய்யான தீர்வு மட்டுமே உள்ளது என அறிகின்றோம் . அதன் 
மதிப்பு படத்தினின்று 3 ஆகும் . மற்ற இரண்டு தீர்வுகளும் 
கற்பனைத் தீர்வுகள் . 


- 


27 


MAHE 


சமனபாடடுக கொள்கை 


x - 6x - 9 = () ஐ 


( x - 3 ) ஆல வகுகக ஈவு 


x + 3x + 3 = 0 ஆகும 


12 


3+ x 4 

2 


- 3 + v - 3 

2 


ஆகவே , கொடுக்கப்பட்ட சமன பாடடின தீரவுகள 


3 , 


3+ 1 / 3 

2 


ஆகும 


எடுத்துக்காட்டு 2 


வரைப்படம் மூலம x + 2x 


7x 


8x + 12 = 0 ஐத தீரகக 


x + 2x - 7x -8x + 12- 0 ஐ 


(x + x ) - 8 - 8 : + 12 = 0 என எழுதலாம 


( x + x ) + x - 9x -9x + x + 12 = 0 


( x + x ) = } எனக 


( 1 ) 


+ -9 + x + 12 = 0 


( 2 ) 


இது ஒரு வட்டத்தின் சமன்பாடு 
ஆகும 


தன மையம ( - ) ) 


1 


ஆரம் 


- 


81 
4 


+ 


12 


4 . 


34 
4 


* 


= 29 ஆகும் ( தோராயமாக ) 


. 


- 


- 


| 


கீழ் வரும் சமன் பாடுகளுக்கு வரைப்படம் வரைந்து தீர்வு 
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y = x + ஐ வரைய 
3 -2 -1 0 1 

2 
6 2 0 

0 

2 6 
என்ற புள்ளிகளைச் சேர் . 

வட்டத்தின் மையமும் ஆரமும் தெரியுமாதலால் , வட் 
டத்தை வரைய முடியும் . ஆகவே , அதில் வெட்டும் புள்ளிகள் 
தெரியும் . இவை இரண்டும் நான்கு மெய்ப்புள்ளிகளில் வெட் 
டிக் கொள்கின்றன . ஆகவே , இச் சமன் பாட்டின் அனைத்துத் 
தீர்வுகளும் மெய்யெண் என்றாகின்றது . அவற்றின் மதிப்பு 
-3 , -2 , 1 , 2 ஆகும் . ( படம் 6 ஐப் பார்க்கவும் ) . 

3011 
அளவு 
X அச்சு 1 " = 1 அலகு 

20 
Y அச்சு 1 " = 10 அலகுகள் 
10 

X 
-10 

-20 
எடுத்துக்காட்டு 3 : 
களைக் காண்க . எத்தனை மெய்யெண் , கற்பனைத் தீர்வுகள் என் 
பதையும் காண்க . 


X 


-- 


Koo) 


Y - 30 


படம் . 


6 
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சமன்பாட்டுக் கொள்கை 


( i ) x - 2r - 20 = 0 


( 67 4 செ.ப.) 


( ii ) ** - 3x2 + 3x - 7 - 10 


( 69 A செ.ப. ) 


( iii ) x + x + 4x - 7 = 0 


--- 


( 65 A செ.ப.) 


( i ) f ( x ) = x3 - 2x --20 = 0 என்க . 


f ( x ) = 0 - ல் ஒரே ஒரு குறிமாற்றம் தான் உண்டு . 
எனவே , ஒரே ஒரு கூட்டெண் தீர்வு தான் உண்டு . 


f ( -x ) = - x + 2x - 20 


இதில் இரண்டு குறிமாற்றம் உளளதால் , இரண்டு குறை 
யெண் தீர்வுகளுக்கு மேல் இருக்காது . 


எனவே , கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டிற்கு இரண்டு குறை 
யெண் தீர்வுகளும் , ஒரு கூட்டெண் தீர்வும் உள்ளன . வரைப் 
படம் மூலம் தீர்வைக் காண 


y = x 


y = 2x + 20 
என்ற வரைப்படங்களை வரைக . 

y = வரைய 


0 


1 


2 


2 


y 


3 


-8 


என்ற புள்ளிகளைச் சேர் 


y = 2x +20 என்பதை வரைய 


|-|| 


2 


4 


5 


18 


16 


20 


22 


24 


28 


10 


என்ற புள்ளிகளைச் சேர் . ( படம் 7 ஐப் பார் ) 


பு 
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தோராயத் தீர்வுகள் 


இரு வரைப் படங்களையும் வரைந்தால் , ஓர் இடத்தில் மட் 
டும் தான் வெட்டிக் கொள்கின்றன எனக் காணலாம் . ஆகவே , 


1 


* 


5 


அளவு 


( 
13 
) 


1 " = 2 அலகுகள் 


4 


2 


2 


too 


--2 


படம் -7 . 


ஒரு மெய்யெண் தீர்வு உண்டு . மற்ற இரண்டும் கற்பனைத் தீர்வு 
களாகும் . ( படம் 8 ஐப் பார் ) . 


( ii ) ** - 3x + 3x - 7 = 0 . 


இங்குத் தீர்வின் மதிப்பில் ஐக் குறைத்து , இரண்டாவது 
உறுப்பை நீக்குவோம் . 


Ở = x - h 


x = y + h 


ஃ ( 1 + h ) * - 3 ( y + h ) + 3 ( 1 + h ) -7 = 0 . 


ஃ ** + } ( 3h - 3 ) + ... = 0 . 


இங்கு 31-3 = 0 ஆக இருக்கவேண்டும் . 


h = 1 . 


என ( வே , இரண்டாவது உறுப்பை நீக்க , கொடுக்கப்பட்ட 
சமன்பாட்டுத் தீர்வுகளின் மதிப்பில் 1 ஐக் குறைக்கவேண்டும் , 
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3 


+3 


- 


-7 


1 


1 


- 


-2 


+1 


-6 


1 


-1 


1 


0 


1 


0 


24 . 


(1,2 ) 


( Q , 200 


20 


{ 
-1,8 } 


16 . 


2:16 


12 


8 


( 2,8 ) 


4 . 


( 1,1 ) 


Xx 


-8 


8 


12 


X 


4 


-8 


- 2-8 ) 


அளவு 
1 " = 4 அலகுகள் 


-12 


படம் 


8 
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மாற்றியமைக்கப்பட்ட சமன்பாடு 

x -6 = 0 ஆகும் . 


y = x * 


y = 6 


என்ற வரைகளை வரையவும் . 


இரண்டும் ஒரே புள்ளியில் வெட்டுகின்றன . ஆகவே ஒரே 
மெய் யெண் தீர்வு உண்டு . மற்ற இரண்டும் கற்பனைத் தீர்வு 
கள் . ( படம் 9 ஐப் பார்க்கவும் . ) 

மெய்யெண் 

தீர்வு 
4. ஆனால் , ( u + I ) என்பது கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டின் 
தீர்வாகும் . 


( iii ) x ++43-7 = 0 . 


= x " என்க . 


( 1 ) 


* y + x " + 4x - 7 = 0 . 


( 2 ) 


( 2 ) ஒரு வட்டத்தை குறிக்கின்றது . 

மையம் ( - 2 , 0 ) 


ஆரம் 14 + 0 + 7 


* 


MIT 


1 - ம் 


2 - ம் வெட்டும் புள்ளிகளின் x- ன் மதிப்பைக்காண்க . 


அவைகளே கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டின் தீர்வுகளாகும் . 


y = x 


வரைய 


0 


2 


-1 


-2 


} 


0 


1 


4 


4 . 


என்ற புள்ளிகளைச் சேர் . 


] -ம் 2 - ம் இரண்டு புள்ளிகளில் வெட்டுகின்றன . 

எனவே 
கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டிற்கு ஒரு கூட்டெண் தீர்வு , ஒரு 
குறையெண் தீர்வு , இரண்டு கற்பனைத் தீர்வுகள் உண்டெனக் 
காண்கின்றோம் . 


குறிமாற்றங்களைக் கொண்டு கூடடெண் தீர்வும் , குறை 
யெண் தீர்வுகளும் ஒன்றுக்கு மேல் இருக்காது எனக் காண்கின் 
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றோம் . எனவே , இரண்டு தீர்வுகள் கற்பனை எண்கள் என அறிய 
லாம் . ( படம் 9 ஐப் பார்க்கவும் ) . 


12 


8 


y = x3 


4 


4 


அளவு 
t " = 4 அலகுகள் - 


12 


படம் 9 . 
எடுத்துக்காட்டு 4 : 

வரைப்படம் மூலம் 

2x - 3 
Sin 

= 2x 

x ஐத் தீர் . 
4 


( 2 ) 


இங்கு y = Sin 


2x- 3 

4 


3) -ம் 


y = 2x - x- ம் 


வெட்டிக் கொள்ளும் புள்ளியைக்கண்டு சமன்பாட்டைத் 
தீர்க்கின்றோம் . 

- 1 < Sin + { 2x - 3 ) < 1 ஆகையால், -- 1 < 2x - x < 1 - ன் 
இடைப்பட்ட மதிப்புகளை மட்டும் எடுத்துக் கொள்ளவேண்டும் . 

2x - x = 1 - ( 1 --x ) . 
எனவே , 2 x -- x " - ன் மீப்பெரு மதிப்பு 1 ஆகும் . இவ்வரை 
என்ற நேர்கோட்டிற்குச் சமச் சீராக அமைந்திருக் 


கின்றது . 


மறுபடியும் , x = 1 + 12எனும்பொழுது , 2x - x = - 1 ஆகை 
யால் , x- க்கு ( 1 - v2 , I + v2 ) - ன் இடைப்பட்ட மதிப்புகளை எடுத் 
துக் கொண்டால் போதுமானது . 


தோராயத் தீர்வுகள் 
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X- க்கு ரேடியன் அளவை எடுத்துக் கொண்டு , கீழ்க்கண்ட 
புள்ளிகளைச் சேர்த்து வரையை வரையலாம் . 


* 


-0.5 


-0.25 


0 


0 • 25 


0.5 


075 


2x - 3 


-1.0 


_0 875 


0.75-0 625 / -0-5 | -0.375 


4 


2x- 3 


Sin 


-- 


-0-842 


- ( ) + 768 | -0678 | -0 5851-0-4801 -0.366 


L7 


2x - x 


-1.250 / -0-563 


0 


0.438 -0.750 0.938 


( படம் 10 ஐப் பார்க்கவும் ) 





6 


y = x * 


2 


6 


X 


2 


2 


அளவு , 


1 " = 2 அலகுகள் 


18 


படம் 10 . 
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w 


10 


125 


| 5 


175 


20 


225 


2x - 3 

4 


0 25-0 125 


0 


0 1250 25 


0 375 


Sın 


( 24 ) 


-0 248 | -0 225 


O 


0 1250 248 / 0 366 


பாக 


| 


23 - 1 


10 


0 9381070 | 0 4,8 


0 


-0 563 


படம் 11 ஐப பார்க்கவும் 
படததிலிருநது வரைகள் 

இரண்டு புள்ளிகளில் மட்டும் 
வெடடிக கொளகினறன னபதைக 

காணலாம் ஆகவே 
கொடுககப்பட்ட சமனபாடடிறகு இரு தீர்வுகள் 


உளளன 


Y 


1 


Y 2x X 


05 . 


0-5 


1 


2 


y = 30 ( 2 ) 


10.5 


அளவு 
2 = 1 அலகு 


-1 


y 


UL ம 


11 


ஒன்று கூடடெண தீரவு மறறொன்று குறை யெண தீர்வாகும். 
அவறறின மதிப்புகள் முறையே 19 , - ( 0 33 

( தாராய் 
மாக 


- 


தோராயத தீரவுகள் 
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பயிறசி 


வரைப்படம் வரைந்து தீர்வு காணக 


( 
1 
) 


X 


- 7x | 


6 = 0 


( 2 ) x 


31 - 2 = 0 


( 3 ) 


--- 


- 


6x - 9 = ) 


( 4 ) x 


33 x + 61 = 0 


( 5 ) x 


x + 2x - 3 = ( 


( 6 ) x 


6 x + 9x - 4 


0 


-7 


-- 


( 7 ) K 


()) 


- 


( 8 ) 4A 


-6x + x + 2 = 0 


- 


( 9 ) x + 50 " + 4 x 


17 


( 10 ) x 


- 58 


10x + 18 = 0 


கா 


-- 


கலைச்சொற்கள் 


AAL 


Abbreviation 


Abcissa 


Absolute 


-- 


குறுக்கம் 

அசச ஆயத தொலை 
அம் தனி 
தனி மதிப்பு 
பிழையற்ற , திட்டமான 
மிகசசரியான 


value 


11 


Accurate 


Add 
Addend 
Addition 


Fal 
கூடடெண 


- 


கூட்டல 


| 


| 


Adjacent 
Admissible 
Algebra 
Algebraic 

Expression 
function 

symbol 
Alternate 


அடுதத அடுத்துள் T 
ஏற்கத்தக்க 
இயற்கணி தம 
இயற்கணித 
இயற்கணிதச சாாபு 

யற்கணிதக்கோவை 
இறகணிதக குறி 
ஒன றுவிட்ட , ஒன்றுவிட 


- 


2 


- 


டொன்று 


--- 


--- 


கணித பகுப்பு முறை 


விடை 


Analysis 
Answer ( n ) 

( v ) 
Anticlockwise 
Antilogarithm 


--- 


விடை காணக , விடை கூறு 
இடம சுழியாக இடமாக 
ன மடககை (இனமகை ) 


H 
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பொருத்து 


Apply 
Approximate 


solution 


, 


value 


--- 


4 


Approximately 
Approximation 
Arithmetic 


பயனபடுதது 
தோராயமாக அணித்தான 

ஏறத்தாழ 
தோராயத் தீரவு 
தோராய மதிப்பு 
தோராயமாக 
தோராயம் 
எண கணிதம 

எண கணக்கு 
ஏறும ஏறுகினற 
ஏறு வரிசை 
சோப்பு விதி 
சராசரி 
வெளிப்படை உணமை 


- 


Ascending 

order 
Associative law 


Average 
Axiom 


- 


Axis 


அசசு ஆயம் 


B 


Base 


அடி 


Binomial 


expansion 
theorem 


ஈருறுப்பு 
ஈருறுப்பு விரிவு 
ஈருறுபபுத தேற்றம 
நாறபடிய 
நாறபடிச சமன்பாடு 


- 


Biquadratic 


13 


equation 


C 


| 


Calculate 
Calculation 
Cancel 
Case 


கணக்கிடு 
கணக்கீடு , கணிப்பு 
நீககு 


- 


வகை 


-- 


1 


--- 


> gencral 

particular 
,, special 


பொதுவகை 
குறிப்பிட்ட வகை 
சிறப்பு வகை 


ܕܗ 


* 


Çıpher 
Clockwise 
Coefficient 


பூசசியம 
வலஞ சுழியாக வலமாக 


கெழு 
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Goefficient Binomial 
Coincide 
Coincident 


roots 


ஈருறுப்புக் கெழு 
ஒன்று படு , பொருத்து 
ஒன் றிய , ஒன்றுபட்ட 
சமத் தீர்வுகள் , ஒன்றிய 

தீர்வுகள் 
முடிவு 
கட்டுப்பாடு , நிபந்தனை 
நிபந்தனைக்குட்பட்ட 
நிபந்தனைச் சமன்பாடு 


Conclusion 
Condition 
Conditional 

equation 
Conditions , necessary 

and sufficient 


- 


Conjugate 
Conjugate algebraic nunibers 

complex number 
numbers 


----- 


roots 


Common 

denominator 


--- 


differerice 
divisor 


-- 


வேண்டிய , போதிய 

நிபந்தனைகள் 
துணையிய , இணை 
துணையிய இயல் எண்கள 
துணையிய சிக்கலெண் 
துணையிய எண்கள் 
துணையிய தீர்வுகள் 
பொதுவான 
பொதுப்பகுவெண் , 

பொது பின்னக் கீழெண் 
பொது வேறுபாடு 
பொது வகுக்குமெண் 
பொதுச்சினை 
பொதுப் பின்னம் 
பொது மடக்கை 
பொது அளவு 
பொது மடங்கு 
பொது விகிதம் ( தகவு ) 
வர்க்க நிறைவாக்கல் 
சிக்கலான , கலப்பு 
சிக்கலெண் , கலப்பெண் 
சிக்கற் கணியம் 
அடுத்தடுத்த , தொடர்ச்சி 


factor 


- 


-- 


fraction 
► logarithm 

nicasure 
multiple 

ratio 
Completing the square 
Complex 
Complex number 


--- 


1 ) quantity 


--- 


Consecutive 


யான 


ச.கொ .-- 18 
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சமன்பாட்டுக் கொள்கை 


- 


--- 


-- 


--- 


Consecutive numbers 
Consequent ( Ratio ) 
Consistency 

conditions for 

equations 
Consistent 
Constant 
Construct 
Contradiction 
Contradictory 


அடுத்துவரும் எண்கள் 
பின்னுறுப்பு 
இசைவு , பொருத்தமுடைய 
இசைவு நிபந்தனைகள் 
சமன்பாடுகளின் இசைவு நிலை 
இசைவுள்ள , பொருத்தமுள்ள 
மாறிலி, நிலையெண் 
அமை , வரை 
முரண்பாடு , எதிர்மறுப்பு 
முரண்பாடான , எதிர்மறை 


--- 


--- 


| 


யான 


Convention 
Converse 
Conversely 
Conversion 


வழக்கு , மரபு 
மறுதலை 
மறுதலையாக 
மாற்றம் 
கிளைத் தேற்றம் 
திருத்து , திருத்தமான 
முதல் பதின் பகுப்புத் திருத்த 


- 


Corollary 
Correct 


|| 


to the first 
place of decimals 
to the n th 


மாக 


-- 


Corresponding 
Counter - clockwise 
Cross multiplication 
Cube root 
Cubic equation 


n ஆவது பதின் பகுப்புத் 

திருத்தமாக 
ஒத்த , ஒப்பிய 
இடஞ்சுழியாக , இடமாக 
குறுக்குப் பெருக்கல் 
முப்படி மூலம் 
முப்படிச் சமன்பாடு 


--- 


Decrease 


-- 


Deduce 
Deduction 
Define 
Definite 


D 

குறைதல் 
பகுத்தறி 
பகுத்தறிதல் 
வரையறு 
வரையறுத்த 


-- 


வரையறை 


Definition 
Denominator 


பகு எண் 
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Descarte s rule of sign 
Descending order 

series 
Difference 


--- 


Common 


-- 


--- 


ப 


H 


mean 
of first order 

of n th order 
Differential 


-- 


டேகார்ட்டின் குறிவி தி 
இறங்கு வரிசை 
இறங்கு தொடர் 
வேறுபாடு 
பொது வேறுபாடு 
சராசரி வேறுபாடு 
முதல் வரிசை வேறுபாடு 
1 ஆவது வரிசை மாறுபாடு 
வகையீடு 
வகைக்கெழு 
வகைக்கெழு காண் 
வகைக்கெழு காணல் 
இலக்கம் 
தன்மை காட்டி 


- 


-- 


மலை 


+ 


--- 


-Hur 


. 


Coefficient 
Differentiate 
Differentiation 
Digit 
Discriminant 
Divide 
Dividend 
Divisibility 
Division 

synthetic 
Divisor 


வகு 


- 


- 


| 


வகுபடும் எண் 
வகுபடுதன்மை 
வகுத்தல் , பிரித்தல் 
தொகுமுறை வகுத்தல் 
வகுக்கும் எண் 
இரட்டைத் தீர்வு , இரு முறை 
மடங்கு தீர்வு 


--- 


- 


- 


Double root 


E 


-- 


Element 
Eliminate 
Elmination 


-- 


----- 


* கடி 


Equal 

in all respects 
Equatc 
Equation 

algebraic 
binomial 
biquadratic 


மூலகம் , மூலக உறுப்பு 
விலக்கு , நீக்கு 
விலக்கல் , நீக்கல் 
சமம் , சமன் 
சர்வசமம் 
சமன் செய் , சமன்படுத்து 
சமன் பாடு 
இயற்கணிதச் சமன் பாடு 
ஈருறுப்புக் கெழுச் சமன்பாடு 
நாற்படிச் சமன்பாடு 


--- 


Ser 


- 


> 


கா 


H 


--- 


- 


" மன்பாட்டு மாற்றம் , சமன் 
276 

சமன்பாட்டுக் கொள்கை 
Equation conditional 

நிபந்தனைச் சமன்பாடு 
cubic 

முப்படிச் சமன்பாடு 
homogeneous 

ஒருபடித்தான சமன்பாடு 
identical 

சர்வ சமன்பாடு 
indeterminate 

தேராச் சமன்பாடு 
linear 

ஒருபடித்தான சமன்பாடு 
member of an 

சமன்பாட்டு உறுப்பு 
numerical 

எண் தழுவிய சமன்பாடு 
quadratic 

இருபடிச் சமன்பாடு 
> reciprocal 

நிகர் 

மாற்றுச் சமன் பாடு , 

தலைகீழ்ச் சமன்பாடு 
Equation , roots of an 

சமன்பாட்டின் தீர்வுகள் 
simple 

ஒருபடி ஓரினச் சமன்பாடு 
Equations , simultaneous 

ஒருங்கமைச் சமன்பாடுகள் 
solution of an 

சமன்பாட்டின் தீர்வுகாணல் 
transformation 

பாட்டு மாற்றமைப்பு 
Equivalent 
Evaluate 

மதிப்பிடு , மதிப்பு காண் 
Even function 

இரட்டைச் சார்பு 
number 

இரட்டைப் படை எண் 
Exceptional case 

விலக்கு வகை 
Expand 

விரி 
Expansion 

விரிவு 
Explicit function 

வெளிப்படைச் சார்பு 
Exponent 

படிக் குறி 
Exponential function 

படிக் குறிச் சார்பு 
Expression 

கோவை 
binomial 

ஈருறுப்புக் கோவை 
irrational 

அளவுக்கிணங்காத கோவை 
linear 

ஒருபடிக் கோவை 
monomial 

ஓருறுப்புக் கோவை 
multinomial 

பல்லுறுப்புக் கோவை 
rational 

அளவுக்கிணங்கிய கோவை 


HOW 


சமம் 


- 


----- 


-- 


* 


-- 


| 


1 ) 


- 
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--- 


-- 


Expression trinomial 
Extend 
Extension 


--- 


மூவுறுப்புக் கோவை 
விரிதல் , நீட்டுதல் 
விரிவு 


-- 


F 


Factor 


--- 


சினை 


-- 


12 


Common 
highest common 


39 


Prime 


Factorial 


-- 


பொதுச் சினை 
பெரிய பொதுச் சினை , மீப் 
பெரு பொதுச்சினை 
பகாச்சினை 
தொடர்ப் பெருக்கம் 
n தொடர்ப் பெருக்கம் 
சினை காணல் 
சினை காண் 
சார்பு 


n 


--- 


Factorisation 
Factorise 


Function 


G 


க 


General solution 
Generating function 
Geometric mean 

progression! 

series 
Graph 


பொதுத் தீர்வு 
பிறப்பிக்கும் சார்பு 
பெருக்கிடை 
பெருக்குத் தொடர் 
பெருக்குத் தொடர் 
கோட்டுருவப்படம் , வரைப் 

படம் 
கோட்டுருவப்பட 
வழியான தீர்வு 


-- 


Graphical solution 

( of an equation ) 


HH 


Hormonic mean 

progression 
Homogeneous 

products 


இசையிடை 
இசைத் தொடர் 
ஒருபடித்தான 
சமபடிப் பெருக்கங்கள் 
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சமன்பாட்டுக் கொள்கை 


I 


Identical 


Identity 
Illustration 


--- 


Imaginary 

number 


-- 


root 


- 


Incommensurable 


Inconsistent 


முழுதும் ஒத்த 
முற்றொருமை 
எடுத்துக்காட்டு 
கற்பனையான , மெய்யிலா 
கற்பனை எண் 
கற்பனைத் தீர்வு 
அளவுக்கிணங்காத , பொது 

அளவற்ற 
பொருந்தாத , முரணான 
பொருந்தாச் சமன்பாடுகள் 
சார்பற்ற , சார்பிலாத 
சார்பில் மாறி 
தேரப்பெறாத , தேரா 
தேராக்கணியம் 
படிக்குறி , குறி அட்டவணை 
அடிக்குறி , மூலக்குறி 
சமனின் மை 


equations 
Idependent 


-- 


- 


variable 


Indeterminate 


- 


quantity 


| 


Index 


- 


of a root 


--- 


-- 


- 


முழு எண் 


Inequality 
Integer 

positive 
negative 


ور 


கூட்டு முழு எண் 


- 


குறை முழு எண் 


L 


Like signs 


- 


ஒத்த குறிகள் 
ஒத்த உறுப்புகள் 


Like terms 


Lirnit 


எல்லை 


Logarithm 


-- 


common 


-- 


மடக்கை ( மகை ) 
பொது மடக்கை 

( மடக்கையடி ) 
நேப்பியர் மடக்கை 
( மடக்கையடி e ) 


Napierian 


- 
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Logarithmic function 


--- 


மடக்கைச் சார்பு 


M 


மடக்கை பின்னம் 


Mantissa 
Mathematics 

advanced 


رو 


applied 


--- 


--- 


pure 
Mathematical 


--- 


induction 


Maximum 


value 


Mean 


arithmetic 


> , 


geometric 


harmonic 


--- 


கணிதம் 
உயர்கணிதம் 
பயன் வழிக்கணிதம் 
தூய கணிதம் 
கணிதத்திற்குரிய 
கணித முறை உய்த்தறிதல் 
மீப்பெரு 
மீப்பெரு மதிப்பு 
சராசரி , இடை 
கூட்டிடை 
பெருக்கிடை 
இசையிடை 
மீச்சிறு 
மீச்சிறு மதிப்பு 
கழி , குறை , எதிர் 
கழித்தற்குறி 
மட்டு , தனிமதிப்பு 
ஓருறுப்பு , ஓருறுப்புக்குரிய 
ஓரியல்பான 
ஓரியல்பான சார்பு 
பல்லுறுப்புக்குரிய 
பல்லுறுப்புக் கோவை 
பல்லுறுப்புத் தேற்றம் 


Minimum 


--- 


Minimum value 


-- 


Minus 


-- 


1 ) sign 


Modulus 


Monomial 


Monotonic 


ப w 


function 


Multinomial 


expression 
theorem 


பா 


Multiple 


மடங்கு 


cimmoll 


least common 


பொது மடங்கு 
அதமப் பொதுமடங்கு 
பெருக்கல் 


Multiplication 


--- 


, 
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சமன் பாட்டுக் கெ 
Multiplicand 

பெருக்கப்படும் எண் 
Multiply 

பெருக்கு 

N 
Negative 

குறை , எதிர் 
number 

குறையெண் 
quantity 

குறைக் கணியம் 
sign 

குறைத்தற்குறி 
Notation 
abridged 

சுருக்கக் குறியீடு 
Number 
abstract 

வெற்றெண் 


------- 


- 


--- 


-- 


எண் 


even 


இரட்டையெண் 
ஒற்றையெண் 


odd 


a 


--- 


prime 


--- 


பகா வெண் 


relation 


whole 


எண் தொடர்பு 
முழுவெண் 
எண்ணீடு 


-- 


Numeration 


Numerator 


மேலெண் 


Nuinerical 


வாழ் 


எண்ணாலாகிய 


0 


One and only root 


ஒரேயொரு தீர்வு 


P 


Pair 


இணையான 


Plus 


ப 


கூட்டு 


Plus - sign 


கூட்டற்குறி 


Point 


புள்ளி 
இடம் 


Position 


Positive 


மிகை , கூட்டு 
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Posiïive number 


- 


கூட்டெண் 


quantity 


--- 


கூட்டுக் கணியம் 


Power 


Principle 
Problem 


Process 


-- 


Product 


--- 


Progression 


படி 
விதி 
கணக்கு 
வழி , செய்முறை 
பெருக்குத் தொகை 
தொடர் 
கூட்டுத் தொடர் 
பெருக்குத் தொடர் 
இசைத் தொடர் 
தெரிப்பு , நிறுவல் 
பண்பு 


arthimnetic 


- 


geometric 
hormonic 


Proof 


Property 


Q 


Quadratic equation 


expression 

surd 


இருபடிச் சமன்பாடு 
இருபடிக் கோவை 
அளவுக்கிணங்காத 
இருபடி மூலம் 
கணியம் 


o 


தேராக் கணியம் 


Quantity 

unknown 
Quarter 
Quotient 


கால் 


ஈவு 


R 


Radical 


Relation 


-- 


Remainder 

Theorem 


படிமூலம் , படிமூலமுடைய 
தொடர்பு 
மீதி , மிச்சம் 
மீதித் தேற்றம் 
குறி , வகை 


M 


Represent 
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சமன் பாட்டுக் கொள்கை 


Residuc 


- 


எச்சம் 


Root 


Root cube 


| 


13 


imaginary 
irrational 


தீர்வு 
முப்படி மூலம் 
கற்பனைத் தீர்வு 
அளவுக்கிணங்காத் தீர்வு 
அளவுக்கிணங்கிய தீர்வு 
மெய்யெண் தீர்வு 


rational 


- 


real 


square 


இருபடி மூலம் 


S 


- 


குறி 


Sign 
Simultaneous 
Solution 


-- 


ஒருங்ககை 


தீர்வு 


Solve 


- 


தீர்வு காண் 
சதுரம் 


Square 


-- 


root 


வர்க்க மூலம் 


-ன் 


Squared ( x " ) 
Standard 


form 


இருபடி 
திட்டமான 
திட்ட அமைப்பு 
கழி 
கூட்டுத் தொகை , மொத்தம் 
கூட்டல் 


Subtract 


---- 


Sum 


Summation 


Symbol 
Symmetric 

expression 
Symmetry 


குறியீடு 
சமச்சீரான , சமச்சீருள்ள 
சமச்சீர் கோவை 


சமச்சீர் 


T 


Table 


Term 


அட்டவணை 
உறுப்பு 
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Term absolute 


தனி உறுப்பு 


negative 


| 


குறை உறுப்பு 


positive 


கூட்டு உறுப்பு 


Theory 


கொள்கை 


33 


of equation 
of numbers 


- 


Transformation 


சமன்பாட்டுக் கொள்கை 
எண்கொள் கை , எண்ணியல் 
மாற்றம் , உருவமாற்றம் , 

நிலைமாற்றம் 
சமன்பாட்டு மாற்றம் 
இடமாற்றம் 


- 


of Equation 
Transposition 


U 


Undermined 


Unit 


அலகு 


Unlike 


H 


ஒவ்வாத 
எல்லையில்லாத 


Unlimited 


V 


Value 


indeterminate 


--- 


மதிப்பு 
தேரமுடியாத மதிப்பு 
எல்லை மதிப்பு 
உண்மை மதிப்பு 


limiting 





real 


- 


Variable 


து . 


-- 


dependent 
s , independent 
Variate . 


மாறி 
சார்புடை மாறி 
சார்பில் மாறி 


LOTT 


Variation 


-- 


--- 


மாறல் , மாறுபாடு 
சரிபார்த்தல் 


Verification 


கலைமா 


Verify 


சரி பார் 
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சமன்பாட்டுக் கொள்கை 


W 


Whole number 


| 


முழு எண் 


X 


X - axis 


| 


X - அச்சு 


Y 


Y - axis 


- 


Y - அச்சு 


Z 


Zero 


பூச்சியம் 


